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LATVIJASREPUBLIKAS 48. OLIMPIADE

ATRISINAJUMI

48.1. Ta ka grafika parabolas zaricisti uz aug3u, tad koeficientam pi& jabit
poziivam, ti., a>0. Pec grafika af redzams, ka,f(0)=c>0. Ta ki a>O0un
c>0, tad, lai pie pozivam x vertibam vagtu gadties y <0, nepiecieSams, lai
b<0.Taka f()=a+b+c<0unc>0,tadaf a+b<O0.

48.2. Apzimgjam skaitli lalgja aug$ja rindina ar x. Tad no labjas kolonnas redzam,
ka katd linija summa ir x+ 28 Tagad tabulu var aizpitd viennoZmigi; turklat

tabulas diagaiie (no kreig apaks$ja stira uz labo aug§o sftiri) atradsies skaii
X—8, x—4, x. Tatad (x —8)+(x —4)+ x = x+ 28, un x = 20. Tatad tabula ir

17/ 11| 2C
19/16{ 13
121211 15

48.3. Apzimgjam mekEjamo skaitli ar100[n+ 28 tad skaila n ciparu summa ir
28-10=18, tatad n daks ar 9. Bez tani00[n pdals ar 28, itad n jadaks ar 7.
Tapec n daks ar 917 = 63 Mazikais natuflais skaitlisn, kas dais ar 63 un kura

ciparu summa ir 18, i63[3= 189 am atbilst mekjamais skaitlis 18928.

48.4. Atliekam AL = DM = DN (skat. 48.4.un.)



48.4. Im.

Tad trijstiri LAD un MDC ir vienadi (pec divam kateém). Tatad

(OCKD =[0LDM +[OCMD =90°; un CM un DL krustpunkts ir migtais punktsK.
Ta ka BCNL ir taisnstiris, tad ap to var apvilkt gka finiju ar centru diagaiu
krustpunki O. Ta ka [OLKC =90°, tad § rinka lnija iet caur punktuk. Tatad
OBKN =90°.

48.5. Ng, nevar. Pigemsim, ka pirmajreiz bija n vadtaji, otraja — n+ 1; piepemsim
pre€jo, ka ar otra sadale bija veikstga. Tad divi o sadaljuma kapteii A un B
noraca vierm komand pirmap sadaijuma; tas kapteinis bija &ds treSais skéhs C,
jo A un B saskaa ar doto nav draugi.afad C draudzjas gan aiA gan arB; tapec
otraj sadaijuma ganA, ganB gribeés ieaut sag komand C, bet tas nav ieggams.

48.6. No pirma vieradojuma izsakm y = x* - 1; iedito izteiksmi ievietojam otraj
vienadojuma:

(-1f =x+1 = x*-2¢+1=x+1 = x(x+1)(x2-x-1)=0.

Dotajai vierndojumu sistmai ir ¢etri atrisirajumi:

©:-1), (1 0)(1+2\/?3; 1+2\/Bj " (1—6; 1—\/?3)

2 2

48.7. Piepemsim no preja, ka nevienam no dotajiem vigojumiem ralu saku
nav. Tada gadjuma to diskriminantiemgbit mazkiem par nulli, t.i
p°>—-49<0un g°-4p< 0.
Lidz ar to iegstam nevieadibu sisEmu
p* <4q
{qz <4p



Ta ka neviermdibu sistma ir simetriska prep un g, tad varam pigemt, ka p<q.
Sareizinot nevieidibas, iegstam p>q® <16pq, jeb pg<16.

Tatad p®<16 un pD{l 2, 3}. Viegli parbaudt, ka visos S$ajos ggdmos
q?-4p=0, tatad viermdojumam x* + gx + p = O ir rala sakne, kas amija
japierada.

48.8. Katram natugla skaita n dalitajam d atbilst otrs datajs g Tatad visi daitaji

sadads pros. Lai daitaju skaits itu nefra skaitlis nepiecieSams, lai viepari abi
dﬂ@ﬂmwvmmmjldzg = n=d>.

Tadgjadi skaidrs, kapatrgjie skaifi ir natualo skaifu kvadati.

Tatad n=y? n+24=x%; no $ejienes24=x>-y? =(x+y)(x-y). Ta ka skaifu
(x+y) un (x-y) paritites ir vieridas, tad skaitli 24 irapadala divu fra skaitu

reizinajuma; to var izdait divos veidos24=12[2=6[4. legistam vieadojumu

sisemas
X-y=2 X—-y=4
un .
X+y=12 X+y=6
To atrisirajumi ir (7, 5) un (5, 1). Atbilstass n vertibas ir 25 un 1.

48.9. Apzimésim OC bisektrises un trijsta pamata krustpunktu @M (sk. 48.5.
zim.). Ta ka AACB ir viemadsanu, tadJC bisektrise ir araugstums,apec JAMC =
90°.

C
F
G
A B
0
48.5. am.
Ta ka CN — bisektrise, tad
OFCN = OGCN. (1)

Ta ka pec konstrukcijasGC||FN (ka paralelogram&FEG pre€jas malas), tad

[JGCN = OCNF ()

No (1) un (2) seko, kalFCN =[CNF, bet tas namg, kaACFN ir vienadsanu, t.i.,



CF =FN. (3)
Ta ka CF unGE ir paralelogram&FEG pregjas malas, tad

CF =GE. 4
No ta, ka paralelogram@&FEG pre€jas malas ir paralas, t.i.,CF| GE, izriet, ka ar
CB||GE.
Lidz ar toAACB un AAGE ir Iidzigi (AE un AB atrodas uz vienas taisneapatAG un
AC, betCB| GE, ka tikko pieadits). No & seko, ka arAAGE ir vienadsanu trijstiris
un apec

AG =GE. (5)
No (3), (4) un (5) izriet, ka

FN=CF=GE=AG (6)
No ta, ka paralelogram@FEG pregjas malas ir paralas, izriet, ka ar

FN [|AG, (7)
No (6) un (7) seko, KERNAG ir paralelograms ; nat savukirt, seko, ka
AN ||GF. (8)

Lidz ar to uzdevuma a) l3air piefdita. Talak parejam pie b) dias pieidiSanas.
No ta, ka paralelogram@FEG pre€jas malas CG uRE ir paraklas, izriet, ka ar

CG|NE 9
No do& seko, kaCGUAO. No & un no (9) izriet, ka
NE O AO. (20)
Zinams, kaCM ir AACB augstums apec af
AM 0O NO. (11)

AplikosimAAON. No (10) un (11) seko, ka punkEsr AAON augstumu Kkrustpunkts.
Bet tadejadi aff augstums pret maliN iet caur punktik, t.i.,
OE O AN. (12)
No (8) un (12) seko, ka
OE O GF.
Lidz ar to aruzdevuma b) da ir pieadita.

48.10. Piememsim pretjo: nav tida biza, kad pie Sniegbaes vienlaitgi batu
ciemojusies vismazis rukisi.

Ta ka ir zinams, ka pie Sniegbaies ir satikuSies katri diviikiSi (un nekad 1s reiz),
tad var ap¥kinat, cik dazdu paru (dazdos laikos) bijusi; #&u garu ir 36.



No uzdevuma nosgamiem seko, ka notikuSa$49= 36 GkiSu ieraSasis. Aplikosim
tos momentus, kadalls mkiSu g@ris pirmo reizi ir pie Sniegbates. Skaidrs, ka
jebkura tada momeni ir notikusi vismaz vienaikiSa ieraSais.

Acimredzot, pirms pirm posma bija jierodas diviem wkiSiem un pirms katra
nako%& posma jierodas ¥l vismaz vienamikitim. Tatad anotiek vismaz 37akiSu
atrakSaram, bet to ir tikai 36; iegta pretruna

48.11. Apgalvojums seko no ideniies

a® +b®+c® -3abc=(a+b+c)(@® +b?+c? —ab-ac-hc).

48.12. a) Jan ir nepara skaitlis, tad

5" +3" +1=(-1)" +0" +1=0(mod3),

un nevar bt pirmskaitlis (jo dads ar 3 un ir liedks par 3).

b) Tatadn ir para skaitlis. Pietdisim, ka tas nevartib skaitlis 4k + 2. Tie&m,

5%2 4+ 3%2 11=0+(3') 32 +1=9+1=0(mod5).

Tas nozmg, ka dotais skaitlis das ar 5, un nevart pirmskaitlis.

a) Analogiski ka iepriek€jos gadjumos @arbaudim, ka, gaguma, ja n = 4k nedaks
ar 3, tad dat izteiksme dais ar 7, un nevartb pirmskaitlis.

48.13. Skat. 48.6. un.

48.6. Im.

SavienojamC, ar C,; novelkam punki B, kopgjo pieskaril rinpka fnijam « un .

No teoEmas par pieskares kvatln iegistam:
MC, IMB, = MA? = MC, [MB, ; un



MC, _ MB,

MC, MB,

Tatad trijstiri MC,C, un MB,B, ir lidzgi; no SejienesUOMC,C, = [MB,B,.
Savulart OMB,B, =[0IB,M Kka ievilkts un hordas pieskares)g. Tatad

0OtC,B, =0IB,C,; betl ir ripka linijasw, pieskare punkt B,, tapec af t ir rinka

[Tnijasc, pieskare punitC,.
Lidzgi pierada, kaC,C, pieskaras aripka fnijai w, .

48.14. Apzimgjam x++/1+ x> =t. Tadt >0 un

VI+ x> =t—-x = 1+x*=t?-2tx+x*; no 3ejienes izsak
2 _ a? —t2
; lTdzgi iegistam y =

X= . Tapec

t? —1+a2 -t* _at’-a+a’®-t* _
2at 2at
— 2 — — —
(a 1)(t +a):a 1[€t+§j2a 1[2/tB§:a 1
2at 2a t 2a t Ja
a-1

Vienadiba pastv tad un tikai tad, kack=y=——.

2\/a

48.15. a) Aplikosim 10 melnos punktus (skat. 48.in2).

X+y=

VAVAVAVAVAVAN

48.7. Im.

Pienemsim, ka skudras nesatiekas. wqoisim 10 skudras, kasalotrgji atrachs
melnajos punktos. Tadép viena @jiena &s atradsies baltajos punktos. Ajdosim
vel 10 skudras, kasép pirma gajiena atrads melnajos punktos.cP ot gajiena &s
atradsies baltajos punktos;igsirmas 10 skudras atragles baltajos punktos (jo divos
gajienos nevar aiziet no merpunkta uz melno). atad vismaz 20 skudras atraigs
baltajos punktos, ta &idu punktu ir tikai 18. legta pretruna.

b) Ne, ne noteikti. Piegram, skudras var kugtes cikliski apkirt 48.8. Zmejuma
iekrasotajiem trijstiriem vai rombiem.



48.8. Am.

48.16. Izteiksme neviefdibas kreisa@ pu<, palielinoties argumentagitibai par 1,
palielinas vaiak ka par 1, bet izteiksme nevigthbas laba pu<, palielinoties
argumenta &rtibai par 1, palielias par 1. § ka 2'° <10+1998, bet 2" >11+ 1998
tad dem vertibas, kas negsniedz 10.

48.17. Péc modda 3 iegistam kongruenci

2°-3"=7 = (-1)*=1(mod3).

Tatadx ir para skaitlis X.

Lidzgi, pcc modda 4 iegistam
2% -3"=7 = 0-(-1)’ =-1(mod4) - (-1)’ =1(mod4);

tatad ar y ir para skaitlis 2m.

legistam
4% 9™ = (2 -3")2* +3")= 7. No Zejienes

2¢-3"=1 2" =4
= = k=2m=1 = x=4,y=2
2“+3" =7 3" =3

48.18. a) Daudzskaldnis ar 8 virs@m pa#dits 48.9. Imgjuma.

,

48.9. Zm.



b) Pieadisim, ka daudzskaldnim nevaritbomazk par 8 virsotam. Vierigais
daudzskaldnis ar 4 skalgn ir tetraedrs, tas mums nedefapdc jabat vismaz 5
skaldrem. Tad mininalie Skautau skaiti 8m ir 3, 3, 4, 4, 5;atad ir vismaz viena
skaldne ar vismaz 5k&utrem; tai ir vismaz 5 blakus skaldnes (l&of skaldnes).
Minimalie Skautu skaiti am ir 3, 3, 4, 4, 5, 5. Apsk@an abas skaldnes, km ir ne
mazk par 5 virsotdm; tam ir ne vaigk par 2 kopgam virsotrem. Tatad kopgais
virsotau skaits ir ne maks par5+5-2=8.

48.19. a) Vieradibu f(a,b)=c pierakstsim &di: alb=c. Tad dois aksiomas var
pierakstt sadi:

(xOy)Oy = x un xO(xOy) = y.

Saskaa ar pirmo aksiomu

[x D(x Dy)] D(x Dy) = X.

Saskaa ar otro aksiomu kvadtiekavas ieraksita izteiksme ir vieada ary. Tatad

yD(x Dy) = X; no Sejienes

y[x = yD[y D(x Dy)] = (izmantojam 2. aksiomu¥ xLy,

kas at bija japierada.

b) Apzimesim n = 0; tad atbilstoSo opéciju [ var defiret adi:

x0y = -x-y (modn).

48.20. a) Viegli pieadit, ka nerki var sasniegt, ja izdam pa vienai izmaiai
virsotres, kuis ieiet nepra skaits sarkandautu.

48.21. Atrodam uz diagoiles AC tadu punktuS ka OOAKN =[JASD (skat. 48.10.

zim.).

A\/K D

48.10. zm.



Tad trijstii AKN un ASD ir lidzgi, un %—% No trijstiru AMN un CSD

Iidzibas seko vie‘mﬁbaﬂ = §_ legistam
AN CD

AK [AD = ASTAN un AM [CD = AN[SC, jeb AM [AB = AN [EC.

Saskaitot pagtrotas vieradibas, iegstam prago.

48.22. Apliukosim divus gafjumus:

1) p=2. legistam vieadojumu 2* = y* + 1; tatady ir negra skaitlisy =2n+ 1
2¥ =4n® +4n+ 2. Vienadojuma lala puse dals ar 2, bet nedas ar 4. Bpec x =1;
no Sejienes seko, ka=

2) p- negira pirmskaitlis. Tad vieadiba farveidojas form

p* =(y+1)-y+y? - +y"?). No tas seko, kay+1= p"; iegistam
px - yp +1= (pn _1)P +1=

p™ - Ct pn(p—l) + CE pn(p—Z) —_— Cg—z p> + plp".

n+l

Labas puses izteiksme dialar p™* , bet nedais ar p™**. Tapéc x = n+ 1. Izmantojot

iepriekEjo viemadibu, atrodam vieigo atrisimjumu p=3 xX=y = 2,

48.23. No neviendibas starp vigjo aritmétisko un vidjo geometrisko izriet, ka

Looa 14 &
n|_1|a1+b <E;ai +b, un
d 1& b
”Da i<5;a+bi

Saskaitot % nevieadibas, iegstam vajadigo, jo labaj pus iegistam vieninieku.

48.24. Doto vieradibu apmierina funkcijas
f(x)=x+c ung(x)=x+d.

48.25. Ng, ta nevar notikt. lektsosim kuba virsotnes dig kiasas — mela un balg ta,
ka katra Eautne satur melnu un baltu virsotni.; un Basim at plaknes rega
virsotnes “Saha galga” kartiba (skat. 48.11.7m.).
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48.11. mm.

Saskaosim kiasojumu &, lai sskuma pozcija melras kuba virsotnes sakristu ar
melnaim reZa virsotrem. Viegli redzt, ka 3 ipadba saglafjas, kad kubs pvelas
kadai no atbalsta skaldnekafitrem. Tatad § ipa3ba saglaisies 1dz kusibas
beigam. Bet, ja kubs iitu pagriezts pa®0° ap vertiklo asi, & nelntu saglabjusies.



