Atrisin ajumi Latvijas 64. matematikas olimpiade 3. posms

9.1.Kadu mazko \ertibu var pigzemt izteiksmex + 2014

,jax>07?

1. risinajums. Parveidojam doto izteiksmi, atdalot pilno kvatir:

2 2
+%14:(\/;)2—2\/W14+(\/3914j +zm:(&-vzf°“j + 22014,
X X

Ta ka kvadiats vienngr ir nenegavs, tad izteiksmes maka iesggjama vertiba ir tad, kad

Jx- Y2008 = V200 oy - 0a,

X
Jx VX
- , " . 2014 e .
Lidz ar to esam ieguvusi, ka izteiksma&ss —— mazka vértiba ir 242014 un & tiek
X

sasniegta pix =+/2014.
2. risinajums. No sakaibas starp vigjo aritmetisko un vidjo geometrisko seko, ka

+ 20142 21/)(&14 =242014.
X X

So \ertibu izteiksme sasniedz, ja= 2014 jeb x? =2014 un x =+/2014.
X

9.2.Naturalu skaifu virknes pirmie tis locelli ir vienadi ar 1, bet katrs akamais ir vieads ar tiis
iepriek®jo skaifu summu. Cik starp virknes pirmajieaih 100, b) 2014 loceliem ir tadi, kas
dalas ar5?
Katra virknes elementa, dalot to ar 5, atlikunmsatkafgs tikai no triju iepriek§o elementu
atlikumiem, dalot ar 5.
Aplakojam atlikumu virkni, kas rodas virknes elementlapt ar 5:

1,1,1,3,0,42,1,2,0,3,0,3,1,4,3,3,4,0,0,4,4,3,1,3,2,1,1,4,1, 1,1,

Tatad atlikumi ir periodiski ar periodu 31. Tas oz, ka katd 31 locefu grup ir 6 loceli,
kas dads ar 5.
a) 100 loceki veido tiis pilnas grupas unelseptius locekus. Tatad du skaiiu skaits, kas
dahs ar5ir6[3+1= 19
b) 2014 locek veido 64 pilnas grupas ureh30 locekus. Tatad du skaifu skaits, kas das ar
5,ir 6[64+6 = 390.

9.3. Taisnleika trijstiura ABC taisnais lekis ir A. Punkts X ir no A pret BC vilklugstuma pamats.
Nogriezza XC viduspunkts ir Y. Uz malas AB pagajuma iz\&léts punkts Dd, ka AB = BD.
Pieradt, ka DX ir perpendikudirs AY.

Nogriezni AY pagarina aiz punktd un atliek punktuP ta, ka AY =YF (skat. A1l. am.). Tas
noZimg, kacetrstiris AXPCir paralelograms, joatdiagorales AP un XC to krustpunki Y daks
uz pusm. Nogriezni XP pagarinot idz krustpunktam arAD, iegdist, ka PH O AD, jo

AC O AD un PH | AC. Aplikojam trijstiri ADP. No #, ka AB=BD un AY =YF seko, ka

BY ir trijstara ADP vidusknija. Tatad BY | DP. No &, ka AX O BY, seko, kaAR 0 DP. Tas

noZimg, ka trijstirt ADP ir novilkti divi augstumiPH un AR, kas krustojas punkiX. Lidz ar to
nogrieznis, kas vilkts no virsotnd3 caur punktu X, ir treSais $ trijstaira augstums,atad
DK O AP un DK [0 AY, kas ar bija japierada.
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9.4. Gatavojotiesl3 diplomatu apspriedei, krsli tika izvietoti ap apal galdu vieados atézlumos

un katrai no vieim tika sagatavota pksrite ar diplonata vardu. Diem2l, iepgemot vietas pie
galda, diplonati Sis pliksrites n@ema \era un iziadijas, ka neviens no diplaiiem nav
apszdies prel savai pliksntei.

a) Pieradit: neparsedinot diplonaitus, galdu ir iespams pagriezt 4@, ka vismaz divi
diplomati atradrsies pret savm pliksritem.

b) Pieradit: ja sakumi tieSi viens diplomts hitu szdéjis pret savu piksmti, tad ir
iespzjams, ka viti apsedusies &, ka, pagriezot galdu, nav ie§pms pawakt, ka pret savu
plaksriti atradisies vaitik par vienu diploritu.

a) Apalajam galdam pavisam ir 13 dgas porijas, kuras var iag galda pagrieSanas par
noteiktu vietu skaitu rezuita. Katrs diplonats pret savu pksriti atradsies tikai vieA no 3m
pozcijam. Katrai galda paeijai i (1<i<13) ar p;, apamgjot diplomatu skaitu, cik Saj
poZcija atrodas pret sawm plaksritem, iegistam p, + p, +...+ p;3 = 13

Zinams, ka viena nop; verttbam ir O, jo skuma neviens no diploitiem neatrodas presavai
plaksritei. Rec Dirihle principa kdai no atlikusam p; vertibam jabut vismaz 2, t. i., ir vismaz
divi diplomati, kas kKida poZcija atrodas prétsaxam plaksritem.

b) Pienemot, ka diplorati numugti ar natugliem skaitiem no 11idz 13 @c kartas un 8&dinat
tos ap galdu bija pareds pulkstaraditaja virziera (plaksrites saliktas 1-2-3-...-12-13), tad
diplomatiem pie galda agfoties, piedram, &di 1-13-12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2, izpid
uzdevum prastais. Diplonatiemi unj, jai S$Z saw vieta, tadj-ta plaksrite atrodasj —i vietas
pa labi, bef-ais diplonats atrodasj —i vietas pa kreisi. ¥ ka 13 ir nefra skaitlis, tad nevar
sedet pie savas pksrites.

Piezme. Pavisam iespami 13723 atirigi diplomatu izvietojuma varianti ar iepriekSntto
ipasbu.

9.5. Atrast viedojuma(x? +5x — 7)? = 2(x? +5x - 6) =4 = 0 salgu kubu summu.

Apzimgjam p = x> +5x—8.
levietojot dotaj vieradojumd, iegistam (p+1)2-2(p+2)-4= Ojeb p?= 7un p==7.
Esam ieguvusi, ka So viathojumu var sad#@l reizimtajos (p—ﬁ)(p+ﬁ) =0. Tas nomng,
ka gikotrgja vieradojuma saknes sakr ar vieradojumu x* +5x - (8+ﬁ) =0 un
x2 +5x—(8-+/7) =0 sakiem (30 vieadojumu diskriminanti ir attieigi D, =57+ 4/7 >0 un
D,, = 57-4J7 >0, tapeéc katram no tiem ir divas saknes). Apzsim 3s saknes paapem ar
X, X, UN Xg, X, . PEC Vjeta teoEmas iegstam sakabas:

X; + X, = X3+ X, =5,
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XX, = =@+7),
leverojam, kaa® +b® = (a+b)(a? —ab+b?) = (a+b)((a+b)* - 3ab).
Tapec X& + x5 +x3 +x¢ = —5[(25+ 3(8++/7)) - 525+ 38 —~/7)) = -490.

10.1.Atrisinat vienmdojumu sistmu
5(x+y+2z)=xyz
{x =y+z
kur X, y, z — veseli nenegatskaiti.
leverojam, ka sistmas atrisigjums ir (0, 0, 0).
Pirmag vienadojuma aizstjot y + z arx, iegistam
5(x+x) =xyz jeb 10x =xyz.
Jax# 0, tad no pirm vieradojuma iegstam, ka
10=yz = vy =170.
Apskatim visus veselos pozios skaila 10 dattajus:
e z=1,tady=10un x=10+1= 1%,
e z=2,tady=5unx=5+2=7,
e z=5,tady= 2unx=2+5=7,
e z=10,tady = 1lun x=1+10=11
Tatad dotajai sigimai ir pieci atrisigjumi:
0, 0,0), (11,10,1), (7,5,2), (7,2,511(1, 10).
3,3 n’

: . n
10.2.Atrast visasddas vesela skdd n \ertibas, kuiim gan w3 gan "
n n

Apzimgjam k =n+ 3. Tad n =k — 3un f@rveidojam pirmo izteiksmi:

n+3 (k-3)3+3 _ k®-9k?+27k-27+3 _
n+3 k k
Lidzgi, apAmgjot m=n+ 4, parveidojam otro dhu:
4 Y 4 3 2 _
n +4:(m 4) +4:m 16m® +96m 256m+256+4=m3—16m2+96m—256+@.
n+4 m m m
Lai abu d&u vertibas ltu veseli skalt, tad skaitlim k =n+ 3 jabut 24 daitajam un

atbilstoSajam skaitlimm=n+ 4abat 260 daitajam.
Deiigas n+ 3 vértibas apkopotas tabulas ofranda:

n |—=27]-15] -11] 9] 7] 6] 5| 4| 2] 1] 0]1] 3 [ 5 9] 21
n+3| —24| -12| -8 -6 -4 3 2 -1 1 2 B 4 B 8 |12 P4
n+4| 23| 11| 7| =5 | 3 | =2 | =1 | 0 | 2 | 3 [&a|5]| 7 | 9 [13] 25

4 ir veseli skaifi.

k2—9k+27—2—k4.

No skaitu n+ 4 vértibam ietoretas ir skaita 260 dataiji.
Tatad mekétas n vertibas ir -9-6,-5,-2, 0, 1, 9.
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10.3.1r pieejams neierobezots daudzuihsn 13 centu pastmarku, kuras izmanto pasté&jsmu
apmakgSanai. Diemd dazas summas nav i&gms apmakg tikai ar §m pastmarm
(piemeram, ja gitijums maka 6, 8 vai 25 centus)Kada ir lielaka summa, kurunav iesgjams
apmaksgt izmantojot tikai & pastmarkas?
Pagdisim, ka71 centu nav iesjams pretzi apmakat ar 7 un 13 centu pastmark. Saji
sumna ir ne vaigk ka piecas 13 centu pastmarkas. #qasim, Kada summa atk#éra no
izmantoto 13 centu pastmarku skaiféujaapmaks ar 7 centu pastmaiin:

13 centu Summa, kas apmaka ar | Summa, kasippmaksg ar
pastmarku skaits 13 centu pastmarkn 7 centu pastmarim
0 0 71
1 13 58
2 26 45
3 39 32
4 52 19
5 65 6

Neviera no variantiem atlikussumma nav 7 daudainis, Gtad So summu nav ie§ams
apmakst ar 7 centu pastmaik. Tatad 71 centu nav iesgams pretzi apmakst ar 7 un 13
centu pastmagn.

Pieldisim, ka jebkuru lidku summu ir iesgjams samaksd ar 7 un 13 centu pastmark.
leverosim, ka jaN centu apmalkisara ir izmantota vismaz viena 13 centu pastmarka, tad
aizvietojot to ar digm 7 centu pastmaidikn, vags apmakat N +1 centu. Sdu aizvietoSanu
apZmesim ar A"

JaN centu apmal&Sars ir izmantotas vismaz vienpadsmit 7 centu pastnsariad aizvietojot
tas ar sedm 13 centu pastmaiin, vags apmakat N +1 centu. Sdu aizvietoSanu apmesim
ar B

leverojam, ka72=1[7+5[ 13un

A A A A A B
72 = 713 => 74 = 75=> 76 = 77 = 78.

Visas liekkas summas var iegy izveloties kKadu no $m sumnam un pievienojot nepiecieSamo 7
centu pastmarku skaitu.

10.4.Divas dazda radiusa rigka linijas ar centriem punktos B un &¢ji saskaras punkt A. Abu
rinka liniju kopzja pieskare, kas neiet caur punktu A, pirmajaia linijai pieskaras punkiD,
bet otrai — punki E. Taisne, kas novilkta caur A perpendikulDE, krusto nogrieiia BC
vidusperpendikulu punkt-. Pieradit, ka BC = 2 AF.
Apzimgjam AB=r un AC=R.
BC _r+R

Tad BC = AB+BC =r + R un japierada, ka AF :7 =

No nogrieda vidusperpendikula deficijas seko, kadBH = HC = BTC =! ;R.

No punktaH novelkam perpendikulu pr&E, perpendikula ulDE krustpunktu apmméjam arX
(skat. A2. zm.).
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T |

A2. z7im.

Nogrieznis HX ir trapecesDBCE (BD|| EC ka radiusi pret pieskarDE) viduslkinija, tatad
BD+CE _r+R

2
NogrieznisHX ir parakls AF, jo HX [0 DE un AF O DE.
Novelkam abu riku kogEjo pieskari, kas iet cauA — § pieskare krustodDE punké Y.

Taka BCOAY un BCOFH , tad AY| FH.

lzmantojot pieskaru, kas vilktas no viena punktet pinka niju, ipasbu, iegistam EY = AY
un DY = AY. Tatad DY =EY un Y ir DE viduspunkts. Saik, kaX unY ir viens un tas pats
punkts, jo abi atrodd3E viduspunka.

Apskaim cetrstiri AFHX, ta pretjas malas ir pa giem paratlas. Tatad AFHX ir
paralelograms.

Tatad AF =HX =

HX = un DX = EX.

r+R

ka paralelograma prgas malas. idz ar to esam piadijusSi

vajadigo.

10.5. Gatavojoties @éSarim politiskis partijas saviem éfetajiem kopum ir devuSas gnaturals
skaitlis) dazzdus saljumus. Ziems, ka jebkurm divam partigm var atrast vismaz vienu
soljjumu, ko devusSas abas partijas. 4 giat laiki nav iespjams atrast divas partijas, kuru dotie
soljumi sakristu pilmba — ir iesgjams atrast vismaz vienu goimu, ko viena partija ir devusi,
bet otra — @. Kads ir lielakais iespgjamais partiju skaits, kas gatavojaél &amm?

Lielakais iespjamais dafdo sofjumu komplektu skaits ir2[(2[2[..[2=2° (kopas, kuras
S

apjoms irs, visu apakskopu skaits).

Zinams, ka katrai kopa& apakskopaB eksist tas papildimjums C lidz kopaiA, un kopuB un

C %clums ir tuk3a kopa, t.i., kam B un C nav kofigu elementu. &lus divus sajumu

komplektus (apakSkopu ubst papildirijumu) nevar piekrtot partigm, jo neizpildis uzdevuma

nosagums, ka jebkusm divam partigm var atrast vismaz vienu §amu, ko devuSas abas

partijas. lidz ar to no katraaslu sofjumu komplektu pra partipm var piekirtot ne vaigk ka

vienu saljumu komplektu. &tad iespjamais partiju skaits ir vismaz divas reizes akaznek

visu kopas apakskopu skaits, t.45:2 = 257,

Pa&disim, ka &ds partiju skaits ir iegggams.

Pienemsim, ka eksistviens sajums, kas kofgs viam partigm. Tad no atlikuSajiens—1

soljumiem var izveido2®? da&dus sdjumu komplektus (kopas, kuras apjomsit dd#do
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apakskopu skaits). itlz ar to esam izveidojusRs™ atirigus sdljumu komplektus, kas
apmierina uzdevuma nosponus.

Tatad liekkais iespjamais partiju skaits i25™.

11.1.Vai eksist tads natugls skaitlis n, ka, noagajot izteiksmjuv10™ —10" un v10* -10" +1
vertibas Idz tuvikajam natuilajam skaitlim, iegtie skaifi ir vienadi?
leverosim, ka

10°" -10" <10°" -10" +% <10”" -10" +1;

2
10" -10" < (10n —%) <10°" -10" +1;

V10" -10" <10 —%< 10" -10" +1.

Tatad izteiksmes/10°" -10" vértiba tiks noapita uz10" - 1 bet+10*" -10" +1- uz 10" .
Tas nommg, ka nevienai natalai n vertibai Sie skali nevar tit vienadi.

11.2.Noteikt, l&ds ir lielakais skaits, cik no pieciem nadliem skaifiem a,a+14, a+22, a+32,

a+46 var hit pirmskaifi.
Jaa ir para skaitlis, tad starp dotajiem pieciem skaih ir ne vaiiik ka viens pirmskaitlis, t. i.,
ja a= 2, tad pirmskaitlis ir 2, vai ja ir kads cits pra skaitlis, tad starp dotajiem pieciem
skaifiem nav neviena pirmskéat
Jaa= 3 tad ir divi pirmskaifi 3 un 17, argjie skaifi ir 25, 35 un 49, kas nav pirmsHKait
Jaa> 3 tad tieSi viens no skdikma, a+14, a+ 22 daks ar 3:

 jaa=3k,tadadaks ar 3;

e jaa=3k+1,tada+14=3k+1+14=3k + 15daks ar 3;

e jaa=3k+2,tada+22=3k+2+22=3k+ 24daks ar 3.
Ta ka Sap gadjuma vismaz viens no skaiém daks ar 3, tad ne vaik ka 4 no Siem skaliem
var hit pirmskaiti.
Cetrus pirmskalus var ie@t, ja iz\elas, piendram, a= 15 Tad a+14= 29 a+22=37,
a+32=47 un a+46= 61ir pirmskaiti.

11.3 1. zmejuma redzanas figiras 12 virsotres nepiecieSams ierakispirmos12 naturalos skaifus
(katra virsotre — vieny ta, lai katras wtipas virsot@s ieraksito cetru skaifu summa ftu
vierzda ar M. Vai to var izddt, jaa) M =28; b) M =267?

o—o

O O
O O
1. Zm.

a) Viens no atrisigjumiem ir pa&dits A3. 2Zm.
b) Pieadisim, ka skaiu izvietojums aM = 26 neeksist
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Pienemsim, ka &ds izvietojums eksist Aplikosim tis kvadatus, kuru malas datiotas ar
trekram linijam (skat. A4. 1m.). Sastdisim tfis vieradibas:

X +X, +X,+ X =M;

Xg+ X, +X3+X%X =M ;

Xg +X; + X+ X, =M.
Apzimesim arSvisu skaitu no 11dz 12 summuS=x; + X, +...+ X, = 78 Tad, saskaitotis
tris vieradibas, iegstam, ka

S+X,—Xo=3M.

JaM =26, tad S=78=3[26=3M . Lidz ar to x, = X, . legita pretruna ar to, ka virs@s
jaieraksta dagdi skaitli.

X1 X2
7 8 : ~
6 11 2 12 4 X3 X4 X5 X6 X7
O O I I
Xs O O
1 10 5 9 3 X9 X10 X11 X12
A3. Zim. A4. zim.

11.4.Platlepka trijstara ABC platais lekis ir BAC . Novilktas tis rigka linijas @, ka trijstira ABC
malas ir attiecgi So rizka Imiju diametri. Bez trijsira virsotrém rigka linijas pa piriem
krustojas ¥l tris punktos — P, Q un R. Péglit, ka A ir trijstira PQR bisektriSu krustpunkts.
Apzimeésim rinka liniju, kuras diametrs iAB ar R, kuras diametrs iAC — ar R, un kuras

diametrs iBC — ar R, (skat. A5. Im.).

T T nz
¥ ,/3%= -
R1. TSRS T AN
y, FUay ol ~. N
V7 NN
/ Vi ,/ y K \ \\\ . y
/ Va4 / / | N kY H
A w - N
I // / e \\ / ] \\\ . \\
vl ! N
| (. /,/ \\l/ // . | //
4 N \\\}/
BT —= e
e ,
\\ T Il
\ T /
s /
. I
N A
“\‘\ /,/ 1)
Ry AS5. Zim.

~

Sis ripka linijas katra iet caur attiggas malas galapunktiem un caur to augstumu pamakias,
atrodas uz diam paréjam makm vai to pagarigjumiem:

* R iet caur punktiend, R, B unP;

* R,—caurA /R CunQ;

* R, —caurB, C,QunP,
pie kam 0BPC=[BQC = [JARB=90°. PunktsA atrodas trijgira PQR iekSpus (CP un BQ
krustpunka:

* ganAP, ganCP ir perpendikudrs pretBP (R, un R, ipadbas) —itadP, A unC atrodas

uz vienas taisnes;
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* ganAQ, ganBQ ir perpendikuirs pretCQ (R, un R, ipasbas) — itad B, A un Q
atrodas uz vienas taisnes).
No R, ievilkto lenku 1pagbam: JABF = [JARF, jo abi balsis uz viena unatpaSa lokaAP.
No R,: DARQ=UACQ (abi balsis uz lokaAQ)
No R;: OPBQ=UPCQ (abi balsis uz lokaPQ)
leverojot, ka JABP=[QBP un OACQ=0PCQ, iegistam, kallJARP=OARQ. Tatad RAir
OPRQ bisektrise.
No R, ievilkto lenku ipagbam: OAQR= ACR (abi balsis uzAR)
No R;: OPQB=[UPCB (abi balsis uzBP)
leverojot, ka DACR=[JPCB, iegistam, kalJPQB=[AQR. Tatad QA ir OOPQR bisektrise.
Tatad divas no trijsira PQR bisektri€gm krustojas puniétA — tatad A ir trijstara PQR bisektriSu
krustpunkts, kas abija japierada.
11.5. Naturalus skaifus a, b un c saista sakbe c® =a® +b?. Pieradit, ka katru no skafiem

c® +ab un c? —ab var izteikt K divu natuglu skaifu kvadetu summu.

, , +b+ +b- +a- -a+
AplﬁkOJamskallusx:a b C,yza b C,p:C a-b _c-a b

2 2 2

No sakaibas c® = a® +b? viegli ieverot: ja kids no skaltem a, b, c ir nera skaitlis, tad no
atlikuSajiem viens ir negpa, bet otrs —ra. Tatad vai nu visi skait a, b, c ir para, vai starp tiem
ir tieSi divi nefara skaiti. Tas nommg, ka visi skaili x, y, p, g ir veseli skaili.
Skaiti a, b, c ir Pitagora trijsira malas, apec no trijstira nevieadibam a+b>c, a+tc>b,
b+c>a seko, ka visi skditx, y, p, q ir lielaki neka nulle — titad natuili skait]i.
Atliek ieverot, ka

, _(a+b)?+2(a+b)c+c? . (a+b)® -2(@@+bc+c® _ (a+b)* +c?

2
° X- + = =
y 4 4 2
_a’+2ab+b®+c® _2c®*+2ab_ , .
= = =c” +ab;
2 2
» . o _C?’+2c(a-b)+(a-b)*> c?-2ca-b)+(a-b)> c*+(a-h)? _
N o + = =
4 4 2
_c?+a’-2ab+b® _2c*-2ab_ ,
= > = 5 =c”—ab.

12.1.1zteiksngé £1+2+3+...£100= 2014 katru Zmi ,, +” aizvietoja vai nu ar ,+”, vai "—, t 4,
lai izteiksme Bbtu patiesa. Kds lielzkais ,,+” z imju skaits var Bt Saj izteiksna?
Pieladisim, ka ,.+” 2Zmju skaits nevarili lielaks ka 83.
Pienemsim predjo, ka var it 84 saskaitmie ar ,+” Zmi. Saji gadjuma mazka iesgEjama
izteiksmes @rtiba hus tad, ja pie makajiem virknes locekem his ,+”, bet pie liekkajiem ,—".
Tad mazka izteiksmes ertiba ir

1+84 85+100

1+2+3+...+84-85-...-100= > (84 [16=85042-185[8 = 2090> 2014.

Ta ka tika izveidota maaka iesgEjama izteiksmes @rtiba ar So ,+” skaitu, tad visas citas
izteiksmes bs ar &l lielaku vertibu.

Pareizu izteiksmi ar 83 ,+"1meém var iedit, ja iepriek8ja izteiksne nomaina ,+” pret ,—" pie
saskailma 38. lzteiksmes a&rtiba samazifisies par 38[2= 76 un kis vierada ar
2090-76=2014.

Tatad lieBkais ,+” skaits izteiksra ir 83.
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12.2. Katram natuzzlam skaitlim n ir defigta funkcija f(n) ::—1L+%+...+l. Pieradit, ka visiem
n

n>1 ir speka sakatban+ f Q)+ f(2)+...+ f(n—-1) =nf(n).
Izmantosim mateatiskas indukcijas metodi. l&rojam, kaf () = 1

Indukcijas laze.Jan= 2 tad f (2) :1+% =g un dot sakatha 2+ f (1) =3=2f (2) ir patiesa.

Induktvais piezemums Pienemsim, ka sak#@sa ir sggka, jan=k:
k+f@Q+f@+..+ f(k-1)=kf(k). *
Induktva pareja. Pieadisim, ka sakaba ir sgka, jan=k+ 1
Abam vieradibas (*) pusm pieskaitot f (k) + 1
1+1+1 +E+...+1 = f(k)+1,
2 3 k
legistam

K )+ f@+..+ f(k—1)+1+1+%+%+...+% S KF(K)+ F(K)+1:

(k+1)+1+(f(1)+%)+(f (2)+%)+...+(f(k—1)+%) = (k +1) f (k) +1.

Izmantojot, kal= f (Dun f(k—1)+1:1+1+...+i +1: f(k), iegistam
k 2 k-1 k
k+D)+f@Q+fR+fQ)+...+ f(k) :(k+1)f(k)+t—:.

Tatad (k+1)+ f (1) + f(2) + f(3) +...+ F(k) = (k +1)( f(k)+ki+1) = (k+1) f(k+1).

Ta ka apgalvojums ir patiess, ja= ,2in no &, ka apgalvojums ir ga, ja n=Kk, izriet, ka
apgalvojums ir sgka af n =k +1, seciam, ka apgalvojums ir §ga visam natualamn (n >1)
vertibam.

12.3. Rinka Imija ar centru punki O novilkti divi savstargi perpendikudri radiusi OA un OB.
Nogrieznis AC ir trijsira BAO medina, CD ir trijstira ACO bisektrise, punkts E @&wts uz
mazika loka AB &, ka ED ir trijstzra AEO augstums. Agkinat legka AED lielumu g@dos.
Pagariam OA ta, ka AF ir diametrs un novelkam nogriezBF (skat. A6. zm.). Tad trijstiris
AEF ir taisnlepka, jo JAEF balsas uz diametriAF.

A
E
NS
C
a
= A6. ZIm.

AAEF ~ AADE (péc paZmes ,/¢7), jo [OAEF=0ADE=90° un [OEAD ir kopigs.
Apzimgjam OAFE=0AED=a (ka atbilstoSie leki Iidzigos trijstiros). Tad
[JEOD = 20JAFE = 2a ka centra lakis, kas balgis uz to pasu lokuak JAFE.
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Pienemsim, kaOA= OB = OE = 2x. Tad OC = x un no Pitagora teamas trijstiri AOC seko,

ka AC=+0C?+A0? = \/ x? +(2X)%2 = x/5. Izmantojot bisektrisespadbu (bisektriseCD
trijstart AOCO), iegistam
oD _OC oD

1 2X
= ——— =" = ODJ5=2x-0OD = ODb= )
DA AC AO-0OD .5 1++/5

No trijstira ODE iegastam, kacos2a = oD = 2x = 1 = V5 _1.
OE @++5)2x 1+J5 4
Izmantojot trigonometrisko formuluos2 = cos? B - sin® B = 2cos’ B -1, iegistam
J5-1
1+ Y2 7=
_1+cos2a _ 4 =3+\/§
2 2 8
 Taka a irSaurs trijsiira lenkis, tad
o =J3+J§ :\/6+2J§ =J(J§)2 +2J5+1 =J(J€+1)2 _5+1

8 16 16 16 4
2
J5-1 4-2J5 | _-4-2/5 __1+45
4 8 8 4

Esam ieguvusi, kaosda = —cosa jeb, izmantojot redukcijas formulasps4a = cos@i — a).
leverojot, ka a ir Saurs trijsiira lepkis, iedgistam

e cofa

-1=

e cosda =2cos2a-1= ZEE

da=nm-a = S5a=m1 = azﬁ jeba:@:36°.

12.4 Saha festida piedalfjas 2014 dalbnieki, daZi saw starpz ari izsgléja vienu Saha partiju.
Zinams, ka starp jebkuriem trim fesila dalibniekiem noteikti ir divi, kuri sav starpz ir
izspelejusi partiju. Kads ir mazkais iesgjamais kopjais Saha partiju skaits, kas ir iz8gtas
Saji festivala?

Apzimesim festinala daibniekus ar punktiem un, ja divi &ptaji sava starp ir izsgelgjusi Saha
partiju, tad atbilstoSos punktus savienosim ar ieagi. Tatad mums jgnoskaidro, kds ir
mazkais novilkto nogriegu skaits.

Ar f(n) apaZmésim mazko nogrieau skaitu kas novilkti starp punktiem un kamitu sgeka
uzdevuna dot ipadba — starp katriem trim punktiem ir novilkts vismaens nogrieznis.
Apskatm n+1 punktu. Izmetot jebkuru vienu punktu, irabjit speka 1pa3bai
f(n+)-d(@)=f(n), kur d() — i-taja punké ieejoSo nogriegu skaits. Saskaitotis
nevieradibas visiemn+ lpunktiem, iegstam, ka(n+)f(n+)->d@i)=(n+1)f(n). Ta ka
katrs nogrieznis ieskats tieSi divas reizes, tagd (i) = 2f (n+1). Tatad
(n+)f(n+)h-2f(n+)=(n+1)f(n);
(n+Df(n) o

f(n+1) =
(n+1 1

Zinams, kaf(3) = 1

leveérojot, ka nogriedu skaits ir natuls skaitlis, @gc formulas (*) iegstam, ka f (4)> 2
f(5)=4, f(6)=6, f(7)=29, f(8=12....

Ar matenatiskas indukcijas metodi piédisim, ka visiem natafiem k=3 izpildas
f(2k) 2 k(k-1) un f(2k-1) = (k-1)2.
Indukcijas laze. f (3) =1, f (4) = 2.
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Induktvais piezemums. Piepemsim, ka katram k(2<k<i) izpildas nevieadibas
f(2k) = k(k-1) un f (2k -1) = (k —-1)?.

Induktva pareja. Pieiadisim, ka migtas sakaibas ir spka aif pie k =i+ 1

Pec piepémuma f (2i) =i(i — 1), i > 1.

No (*) seko, ka

uz+nzf(zﬁp“”Jz““ﬂxz+D=2Ffﬁ'*=iqa_n_i=ﬁ—fl—>ﬁ—1
211 211 211 211 211
Tatad f (2 +1) =i 2.
No (*) seko, ka
F(+1) = f (@2 +1+1) > 2 +Df (2+1) _2(i+9) f_(2i +1) S @i +i1)i2 D).

20+1-1 2
Lidz ar to ir piegdits, ka f (2k) = k(k — )un f (2k —1) = (k —1)? visiem natugliem k = 3.

Tagad atliek apraksi ka &da sitdcija ir iesgjama, t.i., starp 2014 punktiem, &wjot

uzdevuma nosgdamus, novilkti 1013042 nogriak

levérojam, ka f (2014 = f (2[1007) =1007[1006= 1013042 Sadaim visus 2014 punktus

divas vierada iznera grupas (kata grupa 1007 punkti) un starp visiem vienas grupas punktie
. .y _ o .. ..100711006 . .

novelkam visus nogrieis. Katé grup nogriezau skaits |r—2 , kopgjais nogrieau

skaits ir %;1006 [2=1007[1006. Tadgjadi ir ieguts tieSi vajadigais nogrie#u skaits.
Izvéloties jebkurus ts punktus, no Dirild principa seko, ka divi no Siem punktiem pieder
vienai no izveidotam divam grug@m, lidz ar to starp Siem diviem vienas grupas punktiem i
novilkts nogrieznis. Itad starp jebkuriems punktiem ir novilkts vismaz viens nogrieznis.

12.5.Vai var atrast &du natuglu n vertibu, kam piem 7paSba: visu skaifla n natuzlo dalitaju,

izzemot 1 un n, kvadtu summa viefda ar n®.
Pieiadisim, ka §du natuglu skaifu n nav.
Apzimgjam apskamo daltaju kvadiatu summu arS rf ) leverosim, ka

N2 2 () n 2 M n n2 n? 2 2
S(n)<(—j +[—j +[—j +...+[—j +(—j - 4+ + .+ 4
2 3 4 n-1 n 4 9 16 (n-1)2 n?

Pamatosim, ka

n? n? n? n? n? n? n? )
+ +—+ + +...<n

4 9 16 7 (n-1D% n?® (n+D)? (n+2)?

1,11 ! < *)

4 9 16 = (n-1)? n?

Ja natudls skaitlis k atrodas starp divnieka pasem, t.i., 22 <k<2*?, kur a — natuils

skaitlis, tad% > 2_%" un k_12 > 21"" .
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Nevieradibas (*) katru kreigs puses saskaiho k_12 aizsfisim arz—ia, ja2® <k<2* ta tikai

palielinot summasartibu:
11 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1
T 4 <A
4 9 16 25 36 49 64 4 4 16 16 16 1€ 64
leverosim, ka ir tie$i2? tadi natusli skaitli, kas apmierina neviédibas 2% < k < 2***. Tatad

iegitaja sumna bas tiesi 22 saskaimie ar saugu 222. Lidz ar to iegta summa ir

1,1,1 . 1,11 1 _2.,4,8
4 4 16 16 16 16 64 =~ 22 g% g2

Tika izmantota bezgaji dilstoSasgeometrisks progresijas (ar kvocientu 0,5 un pirmo locekli
0,5) visu loceku summas formula.
Esam pamatojusi, ka

S(n) 1 E 1+i+ +i+ .<1.

W Sat9 16 25 T
Tatad S(n) < n?, lidz ar to nevienam nav iespjama vieradiba S(n) = n°.
1.1 .1 1 1 Vs

Piezme. Irspekasakatba1+— +—+—+—+—+..=—-1= 063....
4 9 16 25 36 49 6
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