BIEZ AK SASTOPAMIE UZDEVUMU VEIDI

JAtrast vismazako / vislielako vertibu” — S&da veida uzdevumu risiumam ir psasiv
no divam ddam:

1) atrast So vismazko / vislieako vertibu unuzradit piemeru;

2) pieradit, ka mazka / liekka \ertiba nevar bt.
Loti biezi tiek aizmirsts tieSi par 2. da

.Vaivar ...?" — Uz $ida veida jadjumiem var liit vai nu atbilde,j a”, vai atbilde,n&”.
Ja atbilde ir:
. &7, pietiek uzadit vienu piengru, kuma visas uzdevuma pramas ir izpildtas;
e ,Né€’, ar atseviku pientru apskasanu nepietiek, nepiecieSams piBlums, kas
balsts uzvisparigiem spriedumiem. Variit risinatajam vienkirSi nav paveicies
uziet uzdevura prasto pienteru, bet ids tongr eksist.

.K ads var bat ...?" — $idos uzdevumos nepietiek atrast vienu égspo atbildi — ir
jaapliko visi iesggjamie gadiumi un atbild jauzradavisasatrasis dazdas \ertibas.



ALGEBRA

Sasinatas reizinaSanas formulas:
e a’-b’=(a-b)(a+h);
« a’xb®=(axb)(a*Fab+b?);
« (at+b+c)®> =a’®+b*+c*+2ab+2ac+ 2bc;
« (a+b)"=cCcla"+Cla"b+..+Cra™*b* +...+Cb", no ki seko
0 (axh)? =a®+2ab+b?;
o (a-b)?=(b-a)?;
0 (axb)®=a®+3ab*+3ab”*+b’.
Par rala skaita a moduli jeb absaito vertibu (apzme |a|) sauc lieiko no skailiem a
un —a. Tatad |a| = {a, Ja, az0,
-a, jJa a<0.
Modulaipadbas:

+ [d20;
Ja2 =[d;

-8 =[d;

[a-H=[b-4

[@-+b|< e +[bf;

2= 2 -[b;

[a /= afb;

E‘ = H ,jab#0.

N

Par skaifia x veselo ddu (apaZme [x] ) sauc lieiko veselo skaitli, kas nepsniedzx, t. i.,
veselo skaitlim tadu, ka m<x<m+1. Piengram, [3] =3, [28] =2, [02] =0,
[-15] = -2.

Par skaifa x dalveida ddu (apaZme {x}) sauc skaitlix—[x] . Piengram,{13} = 03

Polinomi

Par maifga x n-tas pakipespolinomu sauc algebrisku izteiksmi

ax"+a xX"'+.+ax+a,,
kur n — vesels nenegas skaitlis,a,, a ., ..., &, &, — patvdigi skaifli (a, #0).
Nultas pakapes polinomsir konstante, kas nav viada ar nulli.

Nulles polinomsir konstante, kas vi@da ar nulli.
Saka, ka polinom#(x) daks bez atlikuma ar polinom&(x) , ja eksist tads polinoms

Q(X), kaQ(x) [S(x) = P(x) .
Bezi teoréema. Dalot polinomu P(x) ar binomu x-a, atlikuma iegast P(a), t.i.,
skaitli, kas ir polinoma&rtiba piex =a.



Secijums. Lai mainga x n-tas pakipes polinomsP(x) dalitos bez atlikuma ax—a,
nepiecieSami un pietiekami, lai skaitksbitu § polinoma sakne, t. i., laitbu sgEka
viemadiba P(a) =0.
Algebras pamatteogma. PolinomamP, X )ir ne vaigik ka n saknes.
Lai polinomu P,(x) =a x" +a,_x"" +...+ ax+a, sadaitu reiziratajos, biezi izmanto
Sadas teagmas:
« Katru polinomu P, var sadat reizinatajos , lai katrs reiziatajs butu pirmas
vai otras pakipes polinoms.
« Jax=a ir polinoma P, sakne, tadP, daks bez atlikuma ar binomwu—-a jeb
polinoms P, satur reiziataju x—a.

» JapolinomanP, ir vesela saknex=a, tada ir briva loceKa a, daiitajs.
» Lai raciorals skaitlis (nessinama dada B) biatu polinoma sakne (polinoma
q

koeficienti ir veseli skait), nepiecieSams, lg bitu briva loceKa a, dalitajs,
betq butu a, daltajs (t. i., a, daltos bez atlikuma g, beta, — arqg).
Teorema. Starpba P(x) - P(y) dabs ar (x—vy), kur P(x) =a,x" +...+ ax+a, un
a, 1=01..,n,irveseli skalif.
Pieradijums.Apskatm starpbu
P()-P(y) =a,x" +..+ax+ta; —(a,y" +..+ay+a) =a,(x" —y") +...+a,(x-y).
lzmantojot formulua” -b" = (a—b)(a"‘l +a"’b+a"b® +...+ab"? +b”‘1), kur n —
natugls skaitlis, iegstam, ka katrs saskaibais a (x' -y'),i=12,..,n dabs ar
(x-vy). Tatad arf starpba P(x) — P(y) daks ar (x—y), kas ar bija japierada.



Kvadr attrinoms un kvadr atvienadojums

Polinomu, kuru var pierakistforma ax® +bx+c, kura, b unc — reili nenulles skal,
sauc pakvadrattrinomu .
Parkvadratvienadojumu sauc vieadojumu ax® + bx+ ¢ = 0, kurx ir mairigais, bef,
b, cir reali skaitli (a# 0).
Skaifus a, b, ¢ sauc par kvadtviemadojumakoeficientiem; ax* sauc par kvadtisko
locekli, bx — linearo locekli,c — biivo locekli.

Kvadratvienadojumasaknu apréekinasana

-b+
© X, :b‘—\/B, kur diskriminantsD = b? —4ac;
' a
b
X +X,=-=
* Vjeta teorema: c 2,
X D(z :5

Kvadrtvienadojuma saknu skaits ir atkafgs no diskriminanta D =b? —4ac
vertibas:
D <0 - vieradojumam nav rdu saku.

e D=0 - vieradojumam ir viena sakne jeb divas vidas saknex = s

a
-b+
*+ D >0 —vieradojumam ir divas datlas saknesx, :bg—\/ﬁ :
’ a
Kvadrattrinomu var sadait reizinatajos izmantojot formulu

ax’ +bx+c=a(x—-x)(X-X,), kur x, un x, ir kvadattrinoma saknes.

Parreduceto kvadiatvienadojumu sauc kvadtvienadojumu, kurama =1.

Par nepilno kvad@tvienadojumu sauc kvadtvienadojumu, kuram #&dJs no
koeficientiem (izemota) ir vienads ar nulli.

Ir tris veidu nepilnie kvadtvienadojumi:

+ jab=0, tad iegist nepilno kvaditvienadojumu ax®* +c =0 jeb x* = —E:
a

>0, tadx:;/—g;
a

0 ja-—<0, tad vieamdojumam nav r&u sakyu;
a

+ jac=0, tad iedist nepilno kvaditvienadojumu ax* +bx =0 jeb xax+b) =0,

o ja-

O oo

) b
kura saknes ix=0 un x=——;
a

« jab=0 unc=0, tad iegst nepilno kvaditvienadojumu ax* =0 jeb x* =0,
kura sakne ix=0.

Funkcijas

Funkciju y = f(x) sauc parmara funkciju, ja katramx no §s funkcijas defircijas
apgabala ir pareiza viediba f(—-x)= f(x). Para funkcijas grafiks ir simetrisks
attieaba prety asi.



Funkciju y = f(x) sauc pamepara funkciju, ja katramx no §s funkcijas defircijas
apgabala ir pareiza viediba f(-x) =-f(x). Negra funkcijas grafiks ir simetrisks
attieaba pret koordiatu sistmas akumpunktu, t. i., punktu®o; 0) .
Funkciju sauc paaugoSy ja katam divam argumenta artitbam, kuam x, <X,, ir
speka nevieradiba f(x,) < f(x,) jeb funkciju sauc par augoSu, ja, palielinoties
argumenta &rtibam, palieliras funkcijas @rtibas.
Funkciju sauc panedilstoSu ja katam divam argumenta artibam, kuam x;, <X, , ir
speka nevieradiba f (x;) < f(X,).
Funkciju sauc padilstoSu, ja katam divam argumenta artitbam, kuam x, <Xx,, ir
speka nevierdiba f(x,) > f(x,) jeb funkciju sauc par dilstoSu, ja, palielinoties
argumenta &rtibam, samazias funkcijas ertibas.
Funkciju sauc pameaugosy ja katam divam argumenta &tibam, kuam x, <X, , ir
speka nevieradiba f (x) = f(x,).
Ja funkcija kda intenala ir tikai dilstoSa vai tikai augoSa, tad to sauc penotonu
funkciju.
Ja f(>J<) =y un g(u) = z, tad funkciju z=g(f &)) kur funkcijasg arguments ir cita
funkcija f , sauc pasaliktu funkciju jeb funkciju kompoiiju.
Funkciju visparigasipadbas:

» jafunkcija f ir augosa, tad funkcijé-f) ir dilstoSa;

» divu augosu funkciju summa ir augosa funkcija;

» divu augosu funkciju kompaaja ir augosa funkcija;

» divu dilstoSu funkciju kompagzija ir augosa funkcija;

» augosas un dilstoSas funkcijas komjpga ir dilstoSa funkcija;

» para funkciju summa (reiziajums) ir @ra funkcija;

» divu nepra funkciju reizimjums (dafjums) ir @ra funkcija;

» para un nepra funkcijas reiziajums (daijums) ir nefra funkcija.
Funkcijas f(x) krustpunkti ax asi ir viermdojuma f (x) = Osaknes.
Funkciju f(x) un g(x) grafiku krustpunktu x koordinatas ir vienadojuma
f(x) = g(x) saknes.

Lineara funkcija: f(x) =kx+b.
» Linearas funkcijas grafiks ir taisne.
* Punkts(0; b) ir linearas funkcijas krustpunkts grasi.

» Koeficientuk sauc par taisnes virziena koeficientu.

* Jak >0, tad taisne ir augo3a; ja<0, tad taisne ir dilstoSa.

* Linearas funkcijas defifcijas apgabals ir intefls (—co; +) un \ertibu
apgabals ir intefls (—co; + ).

e Jab=0, tad linaro funkciju sauc par ti@$ proporcionalites funkciju.

Kvadr atfunkcija: f(x) = ax® +bx+c.
 Jaa>0, tad kvaditfunkcijas grafiks ir parabola, kurai zarérgti uz augsu.
Funkcijai ir vismazka vertiba f(x,) = ax; +bx, +c, kur x, = ;—: ir parabolas

virsotnesx koordinata.



* Ja a<0, tad kvaditfunkcijas grafiks ir parabola, kurai zarersti uz leju.
Funkcijai ir visliebka vertiba f(x,) = ax; +bx, +c, kur x, :;—: ir parabolas

virsotnesx koordirata.
« JaD =b?-4ac<0, tad kvaditfunkcijas grafiks nekrustm asi.
* Punkts(0; c) ir kvadiatfunkcijas grafika krustpunkts grasi.

Funkcionalvienadojumi

Funkcionalvienadojumi ir vienadojumi, kas K mairigo satur nezi@mo funkciju.
RisinaSanas metodes:

» dazdu \ertibu ievietoSana (pietnam, x=0, x=1, x=y =0);

» substificiju metode @Gievero sakotrgjais defincijas apgabals);

» ekvivalentu grveidojumu veikSana;

* nenoteikto koeficientu metode.
Elementaras funkcijas: Ja f ir ne@rtraukta funkcija, kas visienx, y[J R apmierina
viemadibu:

o f(x+y)=f(X)+ f(y) (Kos viemdiba), tad f(x)=Cx, kur konstante

C=f1@®;

o f(x+y)=f(x)[f(y),tad f(x)=C*, kurC — konstante;

o f(xy)= f(X)+ f(y), tad f(x) =ClInx, kurC — konstante;

o f(xy)= f(X)[f(y), tad f(x) = x®, kur C — konstante;

. f(X;y): f(x);f(y) (Jensena viewiiba), tad f(x) =C;x+C,, kur C,,

C, — konstantes.

Klasiskas nevieradibas

Izteiksmes kvadits vienngr ir nenegaws a® = 0.

Sakarba starpvid€jo aritm etisko unvidéjo geometrisko A>G:
qtat..ta, . -
>0a, (A, 0.0d, jeb a +a,+..+a,2nla @&, .[A, visiem
n
a>0i=22..n.
Seci@jumi:
a. b

s —+—22;
b a

. x+122.
X

Sakarba starpvid€jo aritm etisko unvidgjo kvadratisko Q > A:

2 2 2
\/al tapt.ta;  ata,t..ta,
n n




Sakartba starpvidejo aritm &tisko unvidéjo harmonisko A= H :
ata,t.ta, n

n L )

a & a,

visiema; >0, i =12,...,n.

Piezme.Q=A=G=H.
KoSi-Bunakovska nevieradiba:

OF + X3 +X5)(Y7 + Yz +Y3) 2 (%Y1 + XY, +X3Ys)°,
Kur X, X,,..., X, Y1, Y,,..., Y, ir patvdigi skaiti.

Progresijas

Virkni, kura katru raikamo locekli iegst _iepriek&jam pieskaitot vienu un to pasu
skaitli, sauc pamritm etisko progresiju. So skaitli sauc par arigitiskas progresijas
diferenci un apazmeé ard: a,,, =a, +d.

Lai defirgtu aritnetisko progresiju, pietiek nadit virknes pirmo locekli un diferenci.
Lai apgkinatu virknesn-to locekli, lieto formulua, =a, +d(n— 1)

Aritmétiskas  progresijas pirmon loceu summu agpkina pEc  formulas
o _@*a)n

" 2

Virkni, kuras katru akamo locekli iegst, ieprieksjo locekli reizinot ar vienu un to
pasu nenulles skaitli, sauc gggometrisko progresiju So skaitli sauc pareometrisks
progresijakvocientuq: b.,, =b, [g.

Lai defiretu geometrisko progresiju, pietiek raofit virknes pirmo locekli un kvocientu.
Lai apekinatu virknesn-to locekli, lieto formulub, = b, ("™,

Geometriskks progresijas pirmon loceu summu apmkina pc formulas

S, _ba=h,
q-1
Ja | q | <1, tad geometrisko progresiju sauc pdrezgaigi dilstoSu geometrisko

progresiju un s visu loceku summu ag@kina pec formulasS = g
-q



GEOMETRIJA
Trijst ari

Trijstira iek€jo lenku summa irl8C .

Partrijst iira are&jo lenki sauc trijstira iek&ja lenka blakusleki.

Trijstara argjais lepkis ir vierads ar to divu ielk§o lepku summu, kas navat
blakuslakis (skat. 1. #m.).

B

UBAD=UABC+UBCA

D C
A
1. Zm.

Pret gafiku trijstira malu atrodas ligks trijstira lepkis un otadi.

Divus trijstirus sauc pawienadiem, ja tos var uzlikt vienu uz otra,tka tie pilngi
sakiit. Ja trijstiris ABCir vienads ar trijstiri AB'C’, tad rakstaAABC=AAB'C'.
Trijst aru vienadibas paimes
~mmmi — divi trijstari ir vienadi, ja viena trijsiira tis malas ir attiggi vienadas
ar otra trijstira trim maim;
e ,m/m” — divi trijstari ir vienadi, ja viena trijsiira divas malas un d&is starp
tam ir attiedgi vienadi ar otra trijstira divam makm un leyki starp &m;
o, /m¢” —divi trijstari ir vienadi, ja viena trijsira mala unas pielaki ir attieagi
vienadi ar otra trijstira malu unas pielakiem.

Divus trijstirus sauc paridzigiem, ja to atbilstod&s malas ir proporcicitas un
atbilstoSie leki ir vienadi. Ja trijstiris ABC ir lidzgs trijstirim A'B'C’, tad raksta
AABC~ AAB'C'.
Lidzgu trijstaru atbilstoSo malu garumu attiba sauc palidzibas koeficientu
Trijst aru lidzibas paimes
.mmm — divi trijstari ir 11dzgi, ja viena trijsiira tis malas ir atti€gi
proporcioralas ar otra trijgtra trim maim;
e, m/m” — divi trijstari ir 11dZgi, ja viena trijsiira divas malas ir proporcialas
otra trijstira divam makm un lenki starp &m ir vieradi;
o 00" — divi trijstari ir 11dZgi, ja viena trijstra divi legpki ir attieagi viemadi ar
otra trijstira diviem leakkiem.

Lidzigu trijstiru perimetru attieba ir vierada ar atbilstoSo malu attibel (idzibas
koeficientuk), bet laukumu atti@ba ir vierada ar atbilstoSo trijgta malu attietbas

kvadiatu (lidzibas koeficienta kvadtu k?), t. i., ja AABC~ AAB'C' tad

AB _ P(ABC) _, [ AB jz __S(ABC) _,.

AB P(ABC) A'B' S(A'B'C")
Lidzigu trijstiru atbilstoSo bisektriSu, mewhu, vidusiniju un citu atbilstoSo nogrien
garumu attietba ir vierada ar So trijgtru idzibas koeficientik.




Nogriezni, kas savieno trijgta divu malu viduspunktus, sauc par tfijstvidusliniju .
Viduslinijas ipagbas:

* trijstara vidusinija ir paraéla vienai no trijsira maim;

* trijstara vidusinijas garums ir vieida ar pusi no tai pafés trijstira malas;

* trijstara vidustnija no doi trijstara at%e] trijstari, kas idzigs dotajam trijstrim

ar fidzibas koeficientuk :% )

Partrijst aira augstumu sauc nogrieznikas savieno trijgra virsotni ar tai prejo malu
(vai pretjas malas pagarijumu) un ar to veido taisnu dki. Trijstara augstumi
krustojas viea punka.

Partrijst ira medianu sauc nogriezni, kas savieno tiijst virsotni ar tai prefjas malas
viduspunktu.

Trijst ara medianu ipadba. Trijstira medinas krustojas vienpunka, un krustpunkts
katru medinu dala attieda 2:1, skaitot no trijgira virsotnes, t.i.,
AM = BM = cM :g, kurM — medanu krustpunkts (skat. 21rm.).
MD ME MF 1

B

E C

2. 2m.

Parbisektrisi sauc taisni, kas sadalake divas vieradas ddas.

Par trijst ara bisektrisi sauc trijstira lepka bisektrises nogriezni, kas atrodas fiijat
iekSpusg. Trijstira bisektrises krustojas vi#punka.

Trijst ara bisektrisesipadba. Trijstira lenka bisektrise sadala pegi malu nogrie#os,
kuru attietba ir viernda ar Sim lekim atbilstoSo piemalu attigou, t.i.,

BD_AB skat. 3. mm).
DC _ AC

D C
3. Zm.
Par nogrieda vidusperpendikulu sauc taisni, kas iet caur datogriezia viduspunktu
un ir perpendikdra dotajam nogrieznim.

Vidusperpendikula ipadba. Nogriema vidusperpendikula jebkurS punkts atrodas
viemada ataluma no nogrieha galapunktiem.



Jebkurs punkts, kas atrodas vdn attiluma no nogrieaa galapunktiem, atrodas uz
nogrieza vidusperpendikula.

Trijstira malu vidusperpendikulu krustpunkts tijst @arim apvilkt as rinka linijas
centrs (skat. 4. zm.), bet trijstira bisektriSu krustpunkts irijst air1 ievilktas rinka
linijas centrs (skat. 5. zm.).

Trijst ara laukuma apgkinasanas formulas:

_ah, .
TR
. SAZp[]';

abc
° S:—’

4R

e S, :%absiny, kur y — lenkis starp mam a unb;

« S, =\p(p-a)(p-b)(p-c) (Herona formula),
kur a, b, c — trijstira malas h, — augstums, kas novilkts pret malup— pusperimetrs,
r — ievilktas rinka linijas adiuss,R — apvilkés ripka lnijas adiuss.

a _ b _ € _5p (skat 8. m)
sing sinfg siny
Kosinusu teorema: a* =b? +c? - 2bccosa (skat. 8. mm.).

Sinusu teoema:

Neviemdibas trijstiiros

Trijstara katras malas garums ir nikg neld paréjo divu malu garumu summa un
katras trijstira malas garums ir lighs nek abu f@argjo divu malu garumu stafipa, t. i.,
jaa, b, c— trijstira malu garumi, kue<b<c,tada+b>c unc-b<a.

Trijstira medina ir mazka nek malu, starp k@m ta atrodas, pussumma, t.i.,

+ . :
m, <%, kur m, —medina, kas novilkta pret mau

Parvienadsanu trijst ari sauc trijsiiri, kura divas malas ir vienas. Vieadas trijstira
malas sauc paisu makm, bet treSo malu — par pamatu.



Vienadsanu trijstirt lenki pie pamata ir vie&di.

Augstums, kas novilkts pret trijsa pamatu, ir ars trijstira medina un bisektrise.

Ja nogrieznis ir trijsira augstums un bisektrise, tad tas irtajstira medina un Sis
trijstaris ir vieradsanu.

Regulars (vienadmalu) trijst aris

Par regularu (vienadmalu) trijst@ri sauc trijstiri, kuram visas malas ir viadas.
Regubra trijstira visi lepki ir vienadi, t. i., 60° lieli.
Vienadmalu trijstirt katra medina ir ar bisektrise un augstums.

a3
4
a3

Reguhra trijstira augstumsh =——.

Regubra trijstira laukums:S, = , kurair trijstira malas garums.

1 a\/§

Reguhra trijstart ievilktas rinka linija radiuss:r = §h =—.

6
Regubliram trijstirim apvilktas rinka lnijas @adiuss: R = % h= a_\3/§ .

Taisnlepka trijst airis

Pitagora teorema. Taisnleaka trijstirt kateSu garumu kvaahu summa ir viefda ar
hipoterizas garuma kvadiu, t.i., a* +b* =c?, kur a un b ir kateSu garumi umc —
hipoterizas garums.

Trigonometrisk as sakafibastaisnlenka trijstirt (skat. 9. 1m):

) a
e sina=—=;

C

b (o
e  COSU=—;

C a

a a
e tga =—,;
=y
_a

. Cth(—B- 9. ZM.

No taisnleka trijstira taisma lepka virsotnes novilktais augstums, sadala trijgtri

divos taisnleka trijstiros, kas iridzigi sava starg un ir lidzigi dotajam trijsirim, t. i.,
AABC~AACD~ACBD (skat. 10. un.). Ir sigka Sadas sakabas:

- K =a b
« a’=a lc;
«  b?=b,[;
Y
b2 b,

Ap taisnlenka trijstiri apvilktas ripka linijas centrs atrodas hipoteras viduspunlkt un
tas radiusa garums ir vieadls ar pusi no hipot@ézas garuma.



Taisnlepka trijstira medina, kas novilkta no taianlenka virsotnes, ir vieida ar
trijstarim apvilkias rinka linijas |diusu, t. i., ar pusi no hipotapas (skat. 11.im.).

Rinkis un rinka linija

Parripka finiju sauc ir visu to plaknes punktu kopu, kuri atrodesada ataluma no
kada fikssta plaknes punkta. So punktu sauc pakai linijas centru, bet attietgo
atalumu — par ripka linijasradiusu.

Visi rinka linijas &diusi ir vieradi sa\a starpa.

Parrinki sauc plaknes da, ko ierobeZo nika linija un kué atrodasds centrs.

Par rika linijaspieskari sauc taisni, kurai arrka finiju ir tieSi viens kopgs punkts.
Parhordu sauc nogriezni, kas savieno divuga linijas punktus.

Jo tuvak horda atrodasika linijas centram, jaatir gaaka.

Pardiametru sauc hordu, kas iet caunka linijas centru.

Parsekanti sauc taisni, kas krustakia finiju divos dazdos punktos.

Par ripka linijas loku sauc nka finijas ddu starp diviemas punktiem. Jebkuru loku
pilniba raksturo divi lielumi: lokaadiuss un lekis.

Vienadas hordas babksgt uz vieadiem lokiem.

Loki starp vienas nka finijas divam paratlam hordim ir vieradi.

Parsektoru sauc mka ddu, kas atrodas starp divieadrusiem.

Parsegmentusauc nika ddu, ko no rika atke] horda.

Ar ri nki un ripka finiju saistitas formulas:
* D =2R, kurD - diametrs umR — rinka linijas &adiuss;
rinka laukums:S = 7R?;

2

» sektora laukumsS,,,,,. = %, kur a — sektora centrat&a lielums gidos;

* rinka linijas garumsC = 2/R,;

 rinka linijas loka garumsl,,, :%, kur a — lokam atbilsto® centra leka
lielums gados.

Caur jebkuru punkté, kas atrodasrpus rika linijas, var novilkt tieSi divas pieskares.
Ja punktiB un C — So pieskaru pieskar§&anpunkti unO — attie@gas rinka finijas
centrs (skat. 12.1m.), tad

 AB=AC ( pieskaru nogriag, kas novilkti no viena punkta, ir viédi);

 [BAO=01CAQ;

« OBOAB.



Metrisk as sakafibas rinka linija

Hordu 1padba Pieskares — sekantefpadba Sekansuipagba
D
B C
A
D
C A B
AM[MB=CMIMD AB? = ACIAD ABIAC=ADIAE

Ptolemaja teoema. Ja cetrstiis ABCD ir ievilkts ripka Iinija, tad
ACIBD = ABICD+BCIAD.

B

Speka ir an Ptolemaja te@mas apgrieztteoema.
Lenki ri nka linija

Parcentra lenki sauc leki, kura virsotne atrodasnifa linijas cent, bet malas krusto
rinka liniju.

Centra laka lielums ir vieads ar & loka, uz kura tas bahst, lepkisko lielumu, t. i.,

OAOB=0AmMB (skat. 13. un.).

Par rika linija ievilktu lenki sauc leki, kura virsotne atrodas uzpkia linijas, bet

malas krusto nika liniju.

levilkta lenka lielums ir vieads ar pusi noatloka, uz kura tas baks, lepkiska lieluma,

t.i., DACB:%D AmB (skat. 13. mn.).

Visi ievilktie lepki, kas balsts uz viena unat paSa loka, ir vieadi, pientram,
JACB=[ADB (skat. 13. mm.).
Lenki, kas balsts uz vienas nka linijas vierada garuma hogn, ir vieradi, un otadi.



levilkts lenkis, kas balgis uz diametra, iB0° un otadi — ja ievilkts lakis ir taisns, tad
tas balsts uz diametru.

n D 13. zim.

Parhordas - pieskares laki sauc laki, kura virsotne atrodas uzkia finijas, vienaa

mala satur hordu, bet otra mala atrodas uz pieskare

Hordas - pieskaresdgis ir vierads ar pusi noat loka lexkiska lieluma, kuru ietver
lenka malas.

Par ripka linijas ar€jo lenki sauc laeki, kura virsotne atrodasrpus rpka un & malas
krusto rika liniju vai aff viena vai abas malas pieskaradai linijai.

Argja lenka lielums ir vieds ar pusi no to divu loku dgisko lielumu starfbas, kuri
atrodas starp t&a mahm.

Par rika linijasieksejo lenki sauc leki, kura virsotne atrodasnita iekSpus, bet malas
krusto rika lniju.

leksja lepka lielums jeb leka lielums starp divm hordim ir vierads ar to divu loku,
no kuriem viens ir starp d&a mahm, bet otrs ir starp tka malu pagarigumiem,

. . . +
lenkisko lielumu pussummu, t. i[JCED = = CnD2 HAmB (skat. 13. mm.).

levilkti un apvilkti ¢etrstiri

Par rika lnija ievilktu ¢&etrstiiri sauccetrstiri, kura visas virsotnes atrodas ugka
ITnijas. Attiedgi, rinka iniju sauc patetrstirim apvilktu ripka lniju.
Apvilktas rinka linijas centrs atrodastrstira malu vidusperpendikulu krustpuakt

Ap cetrstiri var apvilkt ri nka finiju tad un tikai tad, ja:
 cetrsiira pretjo lepku lielumu summa id8C;
 izpildas vieradiba [JACB= [IBDA (skat. 17. mn.);

D C

A B
17. 2zm.

e ir speka viemadiba AM [MB=CM [MD, kur M ir nogrieau AB un CD
krustpunkts (skat. 181m.).




Par rika lnijai apvilktu c&etrstari sauccetrstiri, kura visas malas pieskaraska
ITnijai. Attiecigi rinka liniju sauc patetrstirT ievilktu rinka liniju.

levilktas rinka linijas centrs atrodastrsiira lenku bisektriSu krustpunkt

Izliektu cetrstiri var apvilkt ap mka [iniju tad un tikai tad, jaatpre€jo malu garumu
summas ir vieidas.

levilkts éetrstiris Apvilkts Cetrstiiris

OA+0C=0B+0D AB+CD=AD+BC
Or —malu vidusperpendikulu Or — lenku bisektrisu
krustpunkts krustpunkts

Vektori
Parvektoru sauc oriergtu nogriezni.

Par nulles vektoru sauc vektoru, kuram #akikuma punkts un beigu punkts, t.i.,
jebkurs punkts ir nulles vektors.

Par nenulles vektora garumu jebmoduli sauc nogriegaa garumu un apme ar 5‘

5‘ =Ja; +a; .

Par nenulles vektonarzienu sauc is taisnes virzienu, uz kuras Sis vektors atrodas.
Par nenulles vektorgrsumu sauc stara, uz kura atrodas vektors un kikarspunkts
sakit ar vektora akumpunktu, @rsumu.

Ja dots vektors = (a.a,), tad

Parkolineariem vektoriem sauc vektorus, kas ir savsggrparakli.

Parvienadiem vektoriem sauc kolirigus vektorus, kuriem ir viewli garumi un vieadi
Versumi.

Par pretejiem vektoriem sauc divus koliaeus vektorus, kuru garumi viedi, bet
versumi pregji.

Dotajam vektoram prg&jp vektoru apmme, mainot doi vektora zmi vai mainot vieim
burtus (piemaram, a pregjais vektors ir—a, AB pregjais vektors ir— AB jeb BA).

Par lenki starp diviem nenulles vektoriem sauc leki starp So vektoru virzieniem
(skat. 19. m.).



b
19. 2m.

Par perpendikulariem jeb ortogonaliem vektoriem (rakstaallb) sauc divus
vektorus, starp kurieméis ir 90°.

Par divu vektoriskalaro reizinajumu sauc So vektoru garumu reizjomu ar kosinusu
no lenka starp vektoriem:

ab= H E.f){ [¢osa , kur a — lenkis starp vektoriem.

Ja doti vektori§=(ax, a,) un b= (b,,b,), tad So vektoru skaio reizirajumu var

aprkinat pec formulas:alb = a b, +a,,.
No skafira reizimjuma defincijas var izteikt vektoru veidat lenka kosinusu:

alb
Vektora reiziajums ar skaitli ir vektors, bet divu vektoru skalis reizirsjums ir

skaitlis.
No skafira reizimjuma defincijas izriet, ka divu vieadi vérstu vektoru skakais

reizimjums ir vierads ar to garumu reizajumu: alb= H E.B{ [tos0° = H E.B{ A= H E.B{ :

Divu vieradu un vieadi verstu vektoru skako reizirsjumu sauc par skao kvadatu

cosa =

T L =2 =2
un tas ir viedds ar vektora garuma kvatin: a = ‘a‘ :

Divu no nulles af§rigu vektoru skalrais reizimjums ir nulle tad un tikai tad, ja Sie
vektori ir savstargji perpendikudiri:

aldb < alb=0.



SKAIT LU TEORIJA

Skaitlu iedaljums

N — natuglie skaifi: 1,2,3,4,..

Z —veselie skalt: .—=2,-1,0,1,2,3, ...

Q — racionlie skaifi: visi skaifi, kurus var uzrak#t forma m, kur mOZ un
n

nCON.

| — iracioralie skaili: bezgaigi neperiodiski decimidalskaifi (pieméram,\/i,

€, 7).

R — ralie skaili: racioralie skaili Q un iracionlie skaifi 1.

Skaitla pieraksts:

abc=100a+10b+c, kura, buncir cipari;

2n — para skaitlis;

2n+1 — nejpra skaitlis;

3n — skaitlis, kas dak ar 3;

3n+1 — skaitlis, kas, dalot ar 3, dod atlikumu 1;
10n — skaitlis, kas beidzas ar 0.

Dalamiba

Par vesela ska# b dalitaju sauc veselu skaith, ja eksist tads vesels skaitlig, ka
ac=b. Skaitli b sauc par skda a dalamo jeb daudzkartni, beta — par skaia b
dalitaju.

Ja skaitlib daks ar skaitlia, tad to apuné ar a| b vai b:a.
Dalamibasipadbas(a, b, c, dunn ir veseli skail):

O:a,a:xl, a:a;

jaa:bunb:ic,tada:c;

jaa:c,tadab:c;

jaaic unbic, tadax+by| c jebkuriem veseliem skaigmx uny;
jaa:bunb:a,tada=4b;

jaa:bunc:d,tadac:bd;

jaac:bc,tada:b;

jaa:bunab>0,tadb<a;

jaalb=c,tadc:a vaic:b;

ja divi skaiti a un b dod vieradus atlikumus, dalot tos ar, tad So skait
starpba a—b daks arc;

skaitlis daks arn=alb (a unb — savstargji pirmskaiti), ja tas dals gan am,
gan arb.

Dalamibas paimes:

skaitlis dadis ar 2, ja tas beidzas aira ciparu;

skaitlis dadis ar 3, jad ciparu summa das ar 3;

skaitlis dadis ar 4, jaa pedgjo divu ciparu veidotais skaitlis dal ar 4;
skaitlis dadis ar 5, ja tas beidzas ar ciparu 0 vai 5;



» skaitlis daks ar 6, ja tas dag gan ar 2, gan ar 3,

» skaitlis dafis ar 8, jaa pedgjo tris ciparu veidotais skaitlis dal ar 8;

» skaitlis dadis ar 9, ja& ciparu summa das ar 9;

» skaitlis dais ar 10, jaa pedgjais cipars ir O;

» skaitlis dafs ar 11, jaa ciparu summas, kas atrodasg poZcijas, un ciparu
summas, kas atrodas raeg poZcijas, starfba dais ar 11.

Naturalo skaitlu ipagbas:

* No diviem Ec kartasnpemtiem natutliem skaitiem viens noteikti dak ar 2.

* No trijiem pc kartaspemtiem natuliem skaitiem viens noteikti dak ar 3.

* Nok pec kartasnemtiem skaiiem viens noteikti dak ark.

Skaitla sadaijums pirmreizin atajos
Parpirmskaitli sauc natalu skaitli, kuram ir tieSi divi dataji: 1 un pats skaitlis.
Ta ka 1 dahs tikai ar 1 (tam ir tikai viens di#djs), tad 1 nav pirmskaitlis.
Pirmskaitu ir bezgaigi daudz.
Pirmie pirmskaii ir Sadi:

2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,43,
Parsaliktu skaitli sauc skaitli, kuram ir vaik neka divi dalitaji.

Aritm &tikas pamatteorema. Katru natudilu skaitli viera vieriga veida var izteikt ka
pirmskaitu reizirgjumu (reizirataju seGbu neem \era).

Natumlam skaitim x=p,*p,*...p,“", kur p,i=12..,m ir da&di pirmskaiti,
pavisam ir (k, +1)(k, +1...(k,,+ 1) daadi daltaji, So daitaju summa ir

(L+ py ot PP+ Py +ot P )e (Lt P+t D).
Ja p ir pirmskaitlis un gab, tad pa vai pp.

Ferma maza teorema. Jap ir pirmskaitlis una nedaiis arp, tad a®™ -1 dahs arp.

Ferma liela teoréema. Vienadojumam x" + y" = z" nav atrisi@juma natuilos skaitos,
jan>2.

Salikta skaila n mazkais daitajs negrsniedz/n.

Natuials skaitlis n >1 nav pirmskaitlis tad un tikai tad, ja eksiids skaila n dalitajs
m>1, kurs neprsniedz\/ﬁ.

Secijums. Lai pieaditu, ka dotais skaitlisn ir pirmskaitlis vai salikts skaitlis,
japarbauda, vai tas das ar skatiem no 1idz /n ieskaitot.

Skaitla nl=nl(n-1)[(n-2)[...[1 1padbas:
» Visi natuilie skaili, kas neprsniedzn, ir n! dalitaji.
» Visi skaila n+1 natuglie dalitaji (izpemot vieninieku) ir ligdki neka n.
 Visi skaifli intervala [nl+2; nl+n] ir salikti skaiti.

Par divu vai vaiik veselu skalti lielako kopigo dalitaju sauc lieiko natuélo skaitli,
ar kuru katrs no dotajiem ski@m daks bez atlikuma. Divu skdit a un b lielako
kopigo daitaju apazme ar LKD (a, b) .

Skaijusa unb sauc pasavstarpejiem pirmskait liem, ja LKD (a, b) =1.



Opeécijai LKD pienit &adasipasbas &, b, c unmir natugli skaitli):
« LKD(a,a) =a.
« LKD (a,1) =1 (jebkurs natuals skaitlis ir savstags pirmskaitlis ar skaitli 1).
« LKD(a, b)=LKD (b, a) .
+ LKD (a,a+1) =1 (secgi natuali skaitli ir savstarpji pirmskaiti).
« LKD (ma mb) =mI[LKD (a, b).
« LKD (a,b) =LKD (a, ac+b)
Jaa unb daks arm, tad LKD (a, b) af daks arm.

LKD(E,RJZ LKD (a, b) _

m m m

LKD (@™, b™) = (LKD (a, b))".

LKD (a*,a’) =a™> ¥,

Lielako kopgo daltaju var atrast ailEiklida algoritmu, kas balgts uz daiSanu ar
atlikumu: vispirms nepilni izdala ligko skaitli ar mazko un tad ka& nakamap sol
iepriekEjas darhbas dataju dala ar iegto atlikumu. Lielikais kopgais daitajs ir
pedgjais ieditais nenulles atlikums.

Par divu vai vaiik veselu skalti mazako kopigo dakmo sauc maako natuélo skaitli,
kas dais ar katru no dotajiem skh@ém bez atlikuma. Divu skdit a un b mazko
kopigo dahimo apZme ar MKD (a, b) .
Opeécijai MKD pientt S&adasipasbas &, b, c unm ir natuali skaitli):
« MKD (a,a)=a.
MKD (a, b) = MKD (b, a) .
MKD (ma mb) = m[MKD (a, b) .
Jaa vaib daks arm, tad MKD (a, b) af daks arm.

Ja gam, ganb daks arm, tad MKD (3, Bj = MKD (. b) .
m m m

MKD (a™, b™) = (MKD (a, b))™.
MKD (a*, a¥) = a™® ¥,
ab

MKD (a,b)=——~ jeb MKD (a, b) [LKD (a, b) = ab.
(a,b) LKD(a,b)J (a,b) (a,b)=a

Kongruence

Jaaunm, m#0, ir veseli skaif, tad atlikums, ko iegst, a dalot arm, ir tads vesels
skaitlis r, ka a=qglm+r, kur q ir vesels skaitlis unO<|r|<|m. Saji gadjuma
iesejami divi daadi atlikumi. Ja,a dalot arm, r, ir pozitivs atlikums unr, — negatvs,
tadr, =r, +m.
Jaa unmir natugli skaitli, tad atlikums, ko iegst skaitlia dalot arm, ir vesels skaitlis
robezas no 0idz m-1.
Divi skaitli a un b ir kongruenti péc modula m (apaZme ar pierakstua=b (modm)),
kur m# 0, tad un tikai tad, jaa—b daks arm jeb skaiti a unb dod vieradu atlikumu,
ja tos dala am.
Kongruencesipadbas:

* jebkuramm izpildas vieradiba: a =a (modm);



a=b (modm) tad un tikai tad, jaa = b (mod(-m)) ;
ja m=%£1, tad jebkuriem diviem skdiem a un b izpildas vieradiba
a=b(modm), t. i., visi veselie skditir kongruenti gc modua 1;
 jam:m una=b(modm),tada=b(modm);
ja a=b (modm), tad ka = kb (modm), kurk ir vesels skaitlis;
ja as=b(modm) un a =b (modm), tad a+a =b+b (modm),
a—-a =b-b (modm) un aa =bb (modm).
Seci@jums. Ja f(a, a,,..., a, ) ir patvdiga vesela izteiksme um, =b (modn),
a, =b, (modn), ..., a, =b, (modn), tad
f(a,a,,...a)= f(b,b,,....b) (Mmodn).
Tas nommg, ka, veicot agkinus Ec moddan, jebkuru skaitli izteiksr@ var aizvietot ar

jebkuru citu tam kongruentu skaitli. Parasti skaithizvieto ar skaja a atlikumu Ec
moduan, bet atsevigos gagiumos vamemt citu tam kongruentu skaitli.

Teoréma. Virkne x, =a" pec modda m ir periodiska.

Perioda garumu un fjetilpstoSos skadlitis var atrast, raksto€p kartas skailus a" pec
modda m. Tiklidz virkne a" (modm) pamdas vieradi skaili, més esam atradusi
periodu. Perioda garums raegniedzm.



K OMBINATORIKA

Saiklu lietojums:

* saiklis ,un” noZmg, kavisam uzdevum mingtajam ipagbam vai nosagumiem

jaizpildas vienlaiagi;

e saiklis ,vai” noZmg, ka jaizpildas vismaz vienai mingtajai
ipa3bai vai nosagumam (bet vienlaigi var izpildties ar vairakasipadbas vai
nosagjumi);

» saiklis ,vai nu ... , vai” noung, kajaizpildas tieSi vienaimingtajai ipagbai vai
nosagumam.

KombinatorikassaskaitSanas likums

Ja ir vaieku veidu objekti, pie tam katra veida objektus vaveleties attietgi
n, n, n,,... veidos, un ja irgizvelasvai nu viena,vai otra,vai tred utt. veida objekti,
tad to var izdat pavisamM =n, +n,+n, +... veidos.

KombinatorikageizinaSanas likums

Ja ir vaigku veidu objekti, pie tam katra veida objektus varclcties n, n, n,,...
veidos, un ja irgizvélas pa vienam objektam no pi&nveidaun otra veida,un tre&
veida utt., tad to pavisam var izttaN = n, [h, [h, [J.. veidos.

Parpermutaciju sauc visu doto elementu daiojumu rind.
Jan daadi elementi gsalarto rinda, tad to var izdat P, =nl=n{n-1)n-2)[L..00
dazdos veidos.

Parvariacijam no n elementiem p& elementiem kafr sauc izlases, ks ir tieSik
dotas kopas elementi un kurasldatas cita no citas vai nu ar elementu ®ast vai to
izkartojumu izlas.
Visu variciju skaitu non elementiem p& elementiem apme ar simbolu A¢. Variaciju
skaitu apgkina pec formulas:

Al =

n!
(n=Kk)!

=nn-)Un-2)0..{n—-k +1).

Parkombinacijam no n elementiem p& elementiem kafir sauc idas izlases, kas ir
tieSik dotas kopas elementi un kurasldtas cita no citas vismaz ar vienu elementu.
Kombiracijas elementu izktojums naem \era, t.i., divas kombiacijas, Kugés ir
viemads elementu sasts, tiek uzskatas par vieadam.

Kombinaciju skaitu non daZidiem elementiem plelementiem apmé ar simboluCk .

Kombinaciju skaitu apgkina pec formubm:

Ck = nl :n[(n—l)[(n—2)[...[(n—k+1)_
" KIh-k)! kQk-1)0O.0 ’
o =ik
I:>k

Secimjums. A* > C¥.



Kombinaciju skaita ipagbas:
° Cri: = Cnn_k;
« C)+CL+C2+..+CN=2";

« Crk+cf?t=ckl ja0<k<n.

Paskala trijst aris:
Cp =1
cl=1 Cl=1
ci=1 Cy=2 Ci=1
Ci=1 ;=3 Ci=3 (=1

cy=1 C;= Ci=6 Cj=4 Ci=1

cﬂ .[;jrl1 cz-l ch

Nitona binoma formula:
(a+b)" =Cla"+Cla"b+..+ Cfa™ b +..+ Cb".

Videjas vertibas metode

Uzdevumu risiaSana balss uz konkéti formuletam teoemam, piengram,

e Starp jebkuriemn skaifiem ir vismaz viens skaitlis, kas nav rakz par to
vidgjo vertibu, un ir vismaz viens skaitlis, kas navdled par to vidjo vertibu.

» Ja starp lielumiem irdds lielums, kas ir lieks par visu lielumu vigjo vértibu,
tad starp tiem ir artads lielums, kas maks par visu lielumu vigjo vertibu, un
otradi.

* Ja neviens no lielumiem nav na&z (vai liekks) par visu lielumu vigo
vertibu, tad tie visi ir vieadi ar savu vidjo aritmgtisko.

Viens no Vigjas \ertibas metodes spatgadjumiem ir Dirihl & princips: ja vaiak
neka n trusi aizvieto n baros, tad vismaz vienbari noraks vismaz divi trusi.

Visparin atais Dirihl € princips: ja vaiak neka m(n truSi pizvieto n baros, tad vismaz
viema burt noreks vismazm+1 trusis.

Katra uzdevum truSi un bari var kit dazdi lielumi, pieneram, trusi var kit skaifi,
cilveki utt., bari — ipasbas, @c kuram trusi sadads vaiigkas grups; ipagbam jabat
tadam, ka katramtrusim pient tieSi viena noam (katrstrusis var norakt tikai viena
btrt un neviendrusis nedikst paliktarpushbariem).



Invariantu metode

Vards ,invariants” €lies no lainu valodas un nameé nemaings.
Par invariantiem lielumiem / ipagbam sauc lielumusipadbas, kas &da procesd
nemains, saglabas.
Invariantu metode biezi ir efaki pielietojama i3du uzdevumu risi@sars, kuros tiek
aplikots kads process — noteiktu opeiju izpilde ar dotajiem lielumiem g$ var kit
darlibas ar skaltem, figiru parveidojumi utml.) un ir jpierada, ka no akotrgjiem
datiem nozdito rezultu iedit nav iesgjams. Tad uzdevuma rigijuma var ikoties
Sadi:

e atrodam invarianto ipadbu, t.i., ipasbu, kura piemit sakuma dotajiem

lielumiem unsaglakijas, veicot pi¢aujanas opeicijas,

» paadam, ka sipasbanepientt lielumiem, kuri piegast galarezuiita.
Invariant ipa8ba atkaiba no uzdevuma varib, pieneram, elementu skaits, summa,
starpba, reiziajums, summas paéie, daimiba ar 3, 4, ..., utml.
Uzdevumos par figru sagrieSanuitinu plakré biezi tiek izmantota pajmetode —
krasoSana(biezi izmanto figras iekasoSanu & Saha galaiu), kur invariani ipasba ir
iekrasoto ftinu skaita nemaiiba.

Matematiskas indukcijas metode

Parindukciju sauc sprieSanas metodi, &umto konkgtiem piengriem iedist visgrigu
sledzienu.
Lietojot matenatiskas indukcijas principu uzdevumu rigsars, rikojas [@c $da pkna:

* parbauda, vai apskama ipadba pienit kopas pirmajam elementarmduktiva
baze);

* pienem, ka $ipadba ir sggka pirmajiemk elementiemifduktvais piezemumsg;

» pierada, ka tada ir patiesa ar(k+1)-jam elementamr{dukiva pareja).

» secina: 1 ka no izteikuma patiesuma jebkuram elementamk izriet, ka tas ir
patiess elementam =k +1, un & ka izteikums ir patiess pirmajam elementam,
tad izteikums ir patiess jebkuram natam elementann.

Pieadijuma metodi, kas bakt uz materitiskas indukcijas principa, sauc par
matematiskas indukcijas metodi

Matenstiskas indukcijas metodelauj no atsevifu elementu ipasbam izdaift
spriedumus par visu kopu.



