Latvijas 42. atklatas matematikas olimpiades uzdevumi un atrisinajumi

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

Izsaki skaitli 1 ka piecu atskirigu dalu summu, kuru saucgji ir vienadi!
Atrisinajums
o 1 2 3 4 5 15
Pieméram, —+ —+—+—+—=—=1
15 15 15 15 15 15
Vai taisnsttri ar izmériem 6x10 riitinas var parklat ar vienu 1. att. redzamo figtiru un 28 figtiram,
kadas redzamas 2. att.? Figtiras drikst pagriezt.

| | [T 1
1. att. 2. att.

Atrisinajums

Ng, prasito izdarit nevar. Iekrasosim doto taisnstiri ka Saha galdinu (skat. Al. att.). Lai kur
novietotu 2. att. figliru, ta vienmér parklas tieSi vienu melnu ritinu, tatad 28 tadas figiiras kopa
parklas 28 melnas ratinas. Ar vienu 1. att. figtiru var parklat vai nu tiesi 3 melnas, vai tiesi 1 melnu
ratinu (skat. A2. att.), tatad kopa ar visam dotajam figiiram bus parklatas 29 vai 31 melna ritina, bet
taisnstiir? ir 30 melnas rutinas. Lidz ar to taisnstiiri ar dotajam figtiram parklat nav iesp&jams.

| | | |
Al. att. A2. att.

Vai iesp&jams uzzimét tadu taisnsthri, kura malu garumi ir naturali skaitli, bet a) laukums ir
pirmskaitlis; b) perimetrs ir pirmskaitlis?

Atrisinajums

a) Ja, piem&ram, der taisnstaris ar malu garumiem 1 un 3, tad laukums ir 3, kas ir pirmskaitlis.

b) Ng, nav iesp&jams. Ja taisnstiira malu garumi ir @ un b, tad taisnstiira perimetrs ir P =2-(a+b).

Perimetrs vienmer ir para skaitlis. Vienigais para pirmskaitlis ir 2, tapéc a+b batu jabut vienadam
ar 1, bet tas nav iesp&jams, jo a un b ir naturali skaitli.

Kadu naturalu skaitli, saskaitot ar savu ciparu summu, iegust skaitli 328? Atrodi visus tadus skaitlus
un pamato, ka citu nav!

Atrisinajums

Mekletajam skaitlim nevar biit mazak ka tris cipari, jo pat lielako divciparu skaitli saskaitot ar ta
ciparu summu iegiist 99+9+9 =117, kas ir mazak neka 328. Mekl&tajam skaitlim nevar biit vairak
ka tr1s cipari, jo tad, saskaitot So skaitli ar ta ciparu summu, ieglist vismaz Cetrciparu skaitli. Tatad
mekl&tais skaitlis ir trisciparu, ta pirmo ciparu apzim&jam ar @, otro — ar b, treSo — ar c¢. Ta ka
mekléta skaitla un ta ciparu summa ir 328, tad a nav lielaks ka 3. Lidz ar to ciparu summa a+b+cC
nevar bit lielaka ka 3+9+9 =21, tapéc meklétais skaitlis nav mazaks ka 328 —-21=307. Tas
nozimé, ka a = 3. leveérojam, ka skaitla otrais cipars b var bat tikai 0, 1 vai 2. Apskatam katru no
gadijumiem.

1) Ja b=0, tad mekléto skaitli var uzrakstit ka summu 300+C un ta ciparu summa ir
3+0+c=3+c. Tatad 300+ c+3+Cc =328 jeb 2c =25, kas ir pretruna ar to, ka C ir cipars.

2) Ja b=1, tad mekléto skaitli var uzrakstit kda summu 310+C un ta ciparu summa ir
3+1+c=4+c. Tatad 310+c+4+c=328 jeb 2c =14, no ka izriet, ka C=7 un meklétais
skaitlis ir 317 (tiesam 317 +3+1+7 =328).

3) Ja b=2, tad mekleéto skaitli var uzrakstit ka summu 320+C un ta ciparu summa ir
3+2+c=5+c. Tatad 320+ c+5+c =328 jeb 2c =3, kas ir pretruna ar to, ka C ir cipars.

Tatad vienigais skaitlis, kas atbilst uzdevuma nosacijumiem, ir 317.
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5.5. Dotas 9 péc argja izskata vienadas monétas, no kuram 2 ir viltotas. Visu isto mon&tu masas ir
vienadas. ArT abam viltotajam monétam ir vienada masa, bet ta ir lielaka neka 1stds monétas masa.
Ka ar 4 svérSanam Uz sviras svariem bez atsvariem atrast abas viltotas mon&tas?

Atrisinajums
Sanumurésim monétas ar skaitliem no 1 lidz 9 un sadalisim grupas pa trim: a=(, 2,3),
b=(4,5,6), c=(7,8,9). Abas viltotas mon&tas var atrasties viena grupa vai ar1 divas dazadas
grupas. Vispirms ar divam sv€rSanam noskaidrosim, kuras grupas atrodas viltotas monétas.
Salidzinam a ar b, tad smagako no tam (vai jebkuru, ja tas vienadas) salidzinam ar c:
e ja a>b (tad grupa b visas mongétas ir Tstas) un
o a>cC, tad abas viltotas monétas ir grupa a;
o a=¢c, tad viena viltota mon¢éta ir grupa a, otra — C;
e ja a=Db (tad abas grupas ir vienads skaits viltoto mongtu) un
o a> C, tad viena viltota monéta ir grupa a, otra — b;
o a<c, tad abas viltotas monétas ir grupa C.
Gadijums, kad a <b ir identisks gadijumam, kad a >b.
Ta ar divam sv@rSanam esam noskaidrojusi viltoto mon&tu sadalijumu pa grupam. Talak katra
grupa, kur ir kada viltota mong&ta, uz katra svaru kausa uzliekot pa vienai monétai un vienu atstajot
mala, ar vienu sveérSanu var noskaidrot, kura ir viltota:
e jagrupa ir viena viltota monéta un
o svaru kausi nav lidzsvara, tad smagaka ir viltota;
o svaru kausi ir lidzsvara, tad §1s abas ir Istas un viltota ir ta tres$a, kas stav mala;
e ja grupa ir divas viltotas mon&tas un
o svaru kausi ir lidzsvara, tad tas abas ir viltotas;
o svaru kausi nav lidzsvara, tad vieglaka ir ista, bet abas pargjas (smagaka un ta, kas stav
mala) ir viltotas.

6.1. Profesors Ciparins iedomajas Cetrus skaitlus, kuru summa ir vesels skaitlis. P&c tam vins saskaitija
Sos skaitlus visos iesp&jamos veidos pa pariem un ieguva seSas summas. Izradijas, ka viena no §Tm
summam ir dalskaitlis. a) Pieradi, ka vél vismaz viena no ieglitajam summam ir dalskaitlis. b) Vai
var bt ta, ka tiesi divas summas ir dalskaitli, bet par&jas — veseli skaitli?
Atrisinajums
a) Visu Cetru skaitlu a, b, ¢, d summu apzimésim ar S=a+b+c+d un to summu, kas ir
dalskaitlis, apzimésim ar S, =a+b. Ta ka S ir vesels skaitlis, tad starpiba
S-S, =a+b+c+d—-(a+b)=c+d arf ir dalskaitlis. Tatad vél vismaz viena no iegiitajam
summam ir dalskaitlis.
b) Ja, tieSi divas summas var but dalskaitli, ja profesors Ciparin$ ir iedomajies, pieméram,
skaitlus =, —, g, E

33
6.2. Vai kvadratu ar izmériem 12x12 ritigas, kuram no diviem pretjiem stiiriem izgriezti taisnstiiri

3x5 ritinas, var parklat ar 57 taisnstiiriem, kuru izmeri ir 1x 2 ritinas?

Atrisinajums

NE, prasito izdarit nevar. Ir divi dazadi veidi, ka no kvadrata pretéjiem stiriem var izgriezt 3x5
ritinu taisnstiirus: 1) viens novietots horizontali, otrs — vertikali, 2) abi novietoti viena virziena.
Iekrasosim atlikuSo figtiru ka Saha galdinu. Neatkarigi no ta, ka ir izgriezti taisnstiri, figlira ir 58
melnas un 56 baltas ratinas (skat. A3. att.). Lai kur novietotu domino kaulinu, tas vienmér parklas
tieSi vienu melnu un tiesi vienu baltu rutinu. Lidz ar to 57 domino kaulini parklas vienada skaita
melno un balto riitinu. Iegtta pretruna, jo figiira nav vienads skaits melno un balto riitinu.
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A3. att.
6.3. Aldis apliSos (skat. 3. att.) ierakstija ciparus no 0 lidz 9 (katra apliti citu) un katra trijstiirT ierakstija
ta virsotn€s esoso skaitlu summu. Vai var gadities, ka visi seSi trijstiros ierakstitie skaitli ir vienadi?

NN
3. att.
Atrisinajums
Ja, trijstiiros ierakstitie skaitli var biit vienadi, skat., pieméram, A4. att.

A4, att.

Piezime. Atrisinajumu var palidzet atrast $adi spriedumi. Ar X apzim&jam summu, Kas ierakstita
katra trijstiirT, ar y — skaitli, kas ierakstits centralaja apliti (skat. Ab. att.). Ievérojam, ka peléko
trijstiru  virsotn&s ierakstito Skaitlu un centralaja apliti ierakstita skaitla summa ir
0+1+2+...+49=3x+Yy jeb 3x+y=45. Ta ka pedgjas vienadibas laba puse dalas ar 3, tad ari
kreisajai pusei jadalas ar 3. Tas iesp&jams tikai tad, ja y dalas ar 3. Skaitlis y nevar bt 0 (jo tad
X =15 un nevar atrast 3 skaitlu parus, ko ierakstit tam apkart, kuru summa ir 15); tiesi tapat y nevar
but 9. Tatad y var but 3 vai 6, tad x attiecigi ir 14 vai 13 (skaitlu izkartojumu skat. attiecigi A4. att.
un A6. att.).
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6.4.

6.5.

Pieradi, ka naturala skaitla kvadrats nevar sastavét tikai no seSiniekiem un nullém! (Skaitla kvadrats
ir skaitla reizinajums pasam ar sevi).
Atrisinajums
Ta ka skaitla kvadrats ir skaitla reizinajums paSam ar sevi, tad visi dazadie pirmreizinataji tam ir
para skaita. Ja skaitlis beidzas ar para skaita nullém, tad §is nulles varam atmest, jo $ada gadijuma
mes atmetam reizinataju 10=2-5 para skaita. Lai dotais skaitlis butu kvadrats, tad atlikusajam
skaitlim (bez para skaita nullém beigas) visi dazadie pirmreizinataji jasatur para skaita. Ja atlikusa
skaitla pedgjie divi cipari ir

e 60, tad tas dalas ar 5, bet nedalas ar 25, tatad tam ir tieSi viens pirmreizinatajs 5;

e 06 vai 66, tad sis skaitlis dalas ar 2, bet nedalas ar 4, tatad tam ir tieSi viens pirmreizinatajs 2.
Tatad esam pieradijusi, ka dotais skaitlis nav naturala skaitla kvadrats.
Vairaki bérni devas pargdjiena un majupcela katrs ka suveniru panéma vienu vai vairakus
akmentinus. Zinams, ka visu akmentinu masas ir dazadas. Atputas bridi katrs no bérniem izvél&jas
vienu no saviem akmentiniem un p&c vienas vai vairakam mainam beigas dabtja kada cita bérna
akmentinu.
Vai var bit, ka péc §is mainas a) katra bérna akmentinu kop€ja masa samazinajas, b) tiesi viena
bérna akmentinu kop&ja masa palielinajas, bet katram no pargjiem bérniem — samazinajas?
Atrisinajums
a) Tas nav iesp&jams. Ja katra bérna akmentinu masa biitu samazinajusies, tad ari visu akmenu
kopg&jai masai biitu jasamazinas, bet mainas rezultata visu akmenu kop€ja masa nevar samazinaties.
b) Tas ir iesp&jams. Paradisim pieméru, kura tas izpildas. Visi bérni panem roka to akmentinu, ko
planojusi mainit un sastajas rinda ta, ka pirmais stav bérns ar visvieglako akmeni, otrais — ar otru
vieglako akmeni, ..., p&dgjais — ar vissmagako akmeni. Ja pirmais b&rns iedod savu akmeni
otrajam, otrais — tresajam, ..., p&d&jais — pirmajam, tad tikai pirmajam b&rnam akmentinu masa ir
palielinajusies, bet visiem par€jiem — samazinajusies.

7.1.

7.2.

Devinas vienadas cepures kopa maksa mazak neka 10 eiro, bet desmit tadas pasas vienadas cepures
maksa vairak neka 11 eiro. Cik maksa viena cepure?
Atrisinajums

Ar ¢ apzimgjam vienas cepures cenu. Tad no dota izriet, ka 9¢c <10 un 10c >11 jeb ¢ <1% un

c >1i. Tatad c e 1i; 11 un, ieverojot, ka 1i =110 un 11 =1111..., iegiistam, ka cepures
10 10 9 10 9

cenair 1,11 eiro.

Vai taisnstliri ar izm@riem 7x6 ritinas var parklat ar 4. att. redzamajam figiram? Taisnstiirim
jabtt pilniba parklatam. Figtras nedrikst iziet arpus taisnstura, figiiras nedrikst parklaties, tas drikst
bt pagrieztas vai apgrieztas spogulattéla.

4., att.

Atrisinajums

NEg, nevar. Izkrasosim taisnstiiri Saha galdina veida. Melna krasa ir nokrasota 21 (nepara skaits)
rutina. Lai ka arT $aja taisnstlir tiktu novietotas dotas figiiras, katra no tam vienmér noklas para
skaita melnas riitinas (skat. A7. att.). Tap&c ari visas izmantotas figiiras kopa var noklat tikai para
skaita melnas ritinas. Ta ka nepara skaitlis nevar biit vienads ar para skaitli — melno rtigu skaitu
visa taisnstiirT, tad taisnstiri pilniba parklat nevar.

Piezime. Der ar1 krasojums joslas.
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7.3.

7.4.

a) Atrast tadu naturalu skaitli, kura ciparu summa ir 13, pedgjie divi cipari ir 13 un kur$ dalas ar 13.
b) Vai var atrast tadu naturalu skaitli, kura ciparu summa ir 11, pédg&jie divi cipari ir 11 un kur$
dalas ar 11?

Atrisinajums

a) Der, pieméram, skaitlis 11713, jo 1+1+7+1+3=13un 11713:13=901.

Piezime. Atrisinajumu var palidzét atrast $adi spriedumi. Skaitla pirmo ciparu (bez pedéjiem diviem
cipariem 1 un 3) veidota skaitla x ciparu summai jabiit 9. Tas nozimé, ka skaitlis x dalas ar 9. Bet
tam ir jadalas ari ar 13, jo meklétajam skaitlim 100x +13 jadalas ar 13 un skaitli 100 un 13 ir
savstarp€ji pirmskaitli. Tatad x jadalas ar 9-13=117. Pats skaitlis 117 ari ir mazakais iesp&jamais
skaitlis x.

b) N&, nevar. Izmantosim dalamibas pazimi ar 11: skaitlis dalas ar 11, ja ta ciparu, kas atrodas para
pozicijas, summas un ciparu, kas atrodas nepara pozicijas, summas starpiba dalas ar 11.

Pienemsim, ka var atrast skaitli forma —mym,..m 11, kas dalas ar 11. Tad
(m +m,+...)—(m, +m, +...) jadalas ar 11. Taka m; +m, + mg +...+m, =9, tad vieniga iespgja,
ka (m +m;+..)—(m,+m,+..)=0. Saskaitot pedgas divas vienadibas, iegistam, ka
2-(M+mg+mg+..)=9 jeb m +m;+m,+..=45, kas nav iesp&ams nekadam ciparu m;

vertibam.
Vienadsanu trijsturi ABC uz pamata malas BC atziméts iek$€js punkts D ta, ka arf trijstiiri ABD un
ACD ir vienadsanu. Apréekini trijstira ABC lenkus! Atrodi visus gadijumus un pamato, ka citu nav!
Atrisinajums
Apzimgjam ZABC = ZACB =« (skat. A8. att.).

A

B D
A8. att. A9. att. A10. att.
Apskatam vienadsanu trijsttri ABD. Iesp&jami tris gadijumi, kuras ir $1 trijstiira vienadas malas.
1) Ja AB = AD, tad punkts D nav BC ieksgjs punkts.
2) Ja BD = AB, apskatam vienadsanu trijstiri ACD. Iespg&jami tris gadijumi, kuras ir $1 trijstlra
vienadas malas.
2.1) Ja AD = AC, tad punkts D nav BC ieksgjs punkts.
2.2)Ja AC =CD, tad AB+ AC = BC, kas ir pretruna ar trijstiira nevienadibu.
2.3)Ja AD =CD (skat. A9. att.), tad ZADC =180°-2«a un ZBDA= /BAD =2« . Tad no
ABAD ieksgjo lenku summas izriet, ka a+2a+2a =180° jeb « =36°. Lidz ar to trijstira
ABC lenki ir ZABC = ZACB =36° un ZBAC =108°.
3) Ja AD =BD, apskatam vienadsanu trijstiri ACD. Iesp&jami tris gadijumi, kuras ir §1 trijstiira
vienadas malas.
3.1) Ja AD = AC, tad punkts D nav BC ieksgjs punkts.
3.2) Ja AC =CD, tad simetrijas d€] $is gadijums ir analogs 2.3) gadijjumam.
3.3) Ja AD=CD, tad ZABD = ZACB = ZCAD = Z/BAD =« (skat. Al0.att.). No AABC
iek$€jo lenku summas izriet, ka 4o =180° jeb «a =45°. Lidz ar to trijstira ABC lenki ir
ZABC = ZACB =45° un £ZBAC =90°.
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7.5. Uz galda stav Cetras péc izskata vienadas bumbinas, to masas attiecigi ir 10, 11, 12 un 13 grami.
Vai ar daZzam sveérSanam uz sviru svariem bez atsvariem, kur katrd kausa drikst ielikt tiesi divas
bumbinas, iesp&jams
a) atrast visvieglako un vissmagako bumbinu;

b) noteikt katras bumbinas masu?
Atrisinajums
Ta ka katra svaru kausa drikst ielikt tiesi divas bumbinas, tad ir iesp&jami tris dazadi varianti, ka
bumbinas var biit izvietotas uz svaru kausiem:

e 10+11<12+13;

e 10+12<11+13;

e 10+13=11+12.
Veiksim visas tris iesp&jamas svérSanas. Smagaka bis bumbina, kas abos nevienadajos radijumos
bija uz smagaka kausa, bet vieglaka — kas abos nevienadajos radijumos bija uz vieglaka kausa.
Atlikusas divas bumbinas péc visu iesp&jamo sverSanu rezultatiem atskirt nav iesp&jams. Tatad
a) visvieglako un vissmagako bumbinu ir iesp&jams atrast, b) noteikt katras bumbinas masu noteikt
nav iesp&jams.

8.1. Nosaki, vai izteiksmes 6+ 25 —+/6—2+/5 vartiba ir racionals skaitlis!

Atrisinajums

Parveidojam doto izteiksmi:

V6425 —1/6-245 = J(VB)2 + 245 +1—/(5)? — 2B +1 = /(5 +1)? /(5 -1)? =
V5 +1|-|v/5-1=/5+1-56+1=2.

Izteiksmes vertiba ir racionals skaitlis, jo 2 ir racionals.

8.2. Vai taisnstiri ar izmériem 10x9 ritinas var parklat ar 5. att. redzamajam figtiram? Taisnstiirim
jabiit pilniba parklatam. Figiiras nedrikst iziet arpus taisnstura, figiiras nedrikst parklaties, tas drikst
buit pagrieztas vai apgrieztas spogulattéla.

| _
| L [ [ ]
5. att.

Atrisinajums

NEg, nevar. Izkrasosim taisnstiiri Saha galdina veida. TaisnstiirT kopa ir 90 ritinas, bet viena figtra ir

6 riitinas. Lai ka arT Saja taisnsturT tiktu novietotas dotas figiiras, katra no tam vienmér parklaj para

skaita melnas ratinas (skat. A1l. att.). Tatad visas figiiras kopa parklas para skaita melnas ratinas.

Ta ka taisnsttri melna krasa ir nokrasotas 45 (nepara skaits) riitinas, tad prasito nevar izdarit.

| _
| L [ []
All. att.

Piezime. Der ar1 krasojums joslas.

8.3. Atrast vienu naturalu skaitli, kas lielaks neka 2015 un ko nevar izteikt ka naturala skaitla kvadrata

un pirmskaitla summu.

Atrisinajums

Der, pieméram, skaitlis 2500. Paradisim, ka to nevar izteikt ka izteikt ka naturala skaitla kvadrata
un pirmskaitla summu. Pienemsim pret&jo, ka 2500 =k* + p, kur k ir naturdls skaitlis un p ir
pirmskaitlis. Tad p =2500—k?* =50? —k? = (50—k)(50+ k). Lai p batu pirmskaitlis, mazakajam
reizinatajam jabut vienadam ar 1, tas ir, 50—k =1 jeb k =49. Tada gadijuma p=50+49 =99,
kas nav pirmskaitlis. Tatad piepémums ir aplams un skaitli 2500 nevar izteikt ka naturala skaitla
kvadrata un pirmskaitla summu.

Piezime. Der jebkurs$ naturals skaitlis n > 2015 tads, ka n = m? un 2m-1 ir salikts skaitlis.
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8.4. Divu taisnstiira paral€lskaldnu visu skautnpu garumi ir naturali skaitli. Pirma paral€lskaldna tris

8.5.

dazado skaldpu perimetri ir p;, 0;, I, bet otra p,, q,, I,, turklat p; < p,, g; <, un rp <r,.
Vai var apgalvot, ka pirma paral€lskaldna tilpums ir mazaks neka otra paral€lskaldna tilpums?
Atrisinajums

Dotais apgalvojums ne vienmér ir patiess. Paradisim pretpieméru. Par pirmo izvél€simies
paral€lskaldni, kura Skautnu garumi ir 3, 10 un 12, bet par otro — kura Skautnu garumi 2, 12 un 14.
Tad p;,=2-(3+10)=26, ¢, =2-(3+12) =30 un r; =2-(10+12) =44, bet p, =2-(2+12) =28,
g, =2-(2+14)=32 un r, =2-(12+14) =52. Tatad ir speka uzdevuma dotas sakaribas: p; < p,,
0, <0, un r; <r,, bet paralelskaldgu tilpumi ir V; =3-10-12=360 un V, =2-12-14 =336, kur
pirma paralélskaldna tilpums ir lielaks neka otra paral€lskaldna tilpums.

Saurlenku trijstiri ABC novilkts augstums CH un mediana BK. Zinams, ka CH =BK un
/HCB = ZKBC . Pieradit, ka trijstiiris ABC ir vienadmalu!

Atrisinajums

1. risinajums. Ta ka BK =HC, ZKBC = ZHCB un BC - kopiga mala (skat. Al2. att.), tad
ABCK =ABCH péc pazimes “m¢/m”. Lidz ar to /BKC = ZCHB=90° (ka atbilstosie lenki
vienados trijstiros). Tatad BK ir gan augstums, gan mediana, Iidz ar to AABC ir vienadsanu
trijstiris (AB =BC). Izmantojot trijstira laukuma aprékinasanas formulu, ieglistam

SABC=%AB~CH =%AC~BK. Ta ka CH =BK, tad art AB=AC. Tatad AB=AC =BC un

AABC ir vienadmalu trijstaris.
B

A I C

Al2. att.
2. risinajums. Ta ka BK =HC, ZKBC = /ZHCB un BC - kopiga mala (skat. Al2. att.), tad
ABCK =ABCH péc pazimes “m/m”. Lidz ar to £ZBKC =ZCHB=90° (ka atbilstosie lenki
vienados trijstiros) un BK ir augstums no virsotnes B pret malu AC. Ta ka AK =KC,
ZAKB = ZBKC =90° un BK — kopiga mala, tad AAKB =ABCK péc pazimes “m/m”. No ka
izriet, ka ZABK = ZKBC . Izmantojot trijstiira iek§gjo lenku summu, ieglistam
e no AHCB: ZHBC + ZBCH + ZCHB =180°;
2- ZABK + ZABK +90° =180°;
3- ZABK =90° jeb ZABK =30°;
e no AABK : ZBAC =180°—- ZABK — ZAKB =180°—30°—-90° = 60°;
e no AABC: ZBCA =180°—- ZBAC — ZABC =180°—-60°—2-30° =60°.
Esam ieguvusi, ka katrs trijstara ABC lenkis ir 60°, tatad AABC ir vienadmalu trijsturis.

9.1.

No visiem tadiem skaitliem, kuru starpiba ir 2015, noteikt tos divus, kuru reizinajums ir
vismazakais!
Atrisinajums
Dotos skaitlus apzimgjam ar X un X+ 2015. So skaitlu reizinjums ir X-(x+2015). Apskatam

funkciju f(x) = x- (x+2015) = x> +2015x. Funkcijas grafiks ir parabola ar zaru vérsumu uz

. . -201
augSu. Parabolas virsotnes abscisa X, = 015

=-1007,5 ir punkts, kura funkcija sasniedz

vismazako vertibu. Tatad meklétie divi skaitli ir —1007,5 un 1007,5.

2014./2015. m. g.
http://nms.lu.lv



9.2.

9.3.

9.4.

Tornis ir salikts no vienibas kubiniem, kur katra kubina izmérs ir 1x1x1. Apaksgja slant ir 7x7
kubini. Otrs slanis ir novietots virs pirma slana centralas dalas, taja ir 5x5 kubini. TresSaja slani,
kur§ novietots apaks$€jas dalas centra, ir 3x3 kubini un augs$a centra ir 1 vienibas kubins$
(skat. 6. att.). Vai So torni var salikt no blokiem ar izmériem 1x1x3?

Atrisinajums

Katru slani izkrasosim tris krasas diagonalveida (skat. A13. att.). Katrs bloks ar izmériem 1x1x3
satur visas tris krasas, tap&c visi bloki kopa satur vienada skaita katras krasas kubinu. Ta ka tornis
satur 29 vienibas kubinus krasa 1, 28 — krasa 2, 27 — krasa 3, tad torni nevar salikt no blokiem ar
izm&riem 1x1x3.

[1]2]
2
Bl12081[28
1 1]

2]
1[2]8
121801

Al3. att.
Pieradi, ka x°> —5x° +4x dalas ar 120, ja X ir vesels skaitlis!
Atrisinajums
Sadalam doto izteiksmi reizinatajos:
X° =X} +4x=X- (X" =5x* +4) =x-(x* =X —=4x* + &) =x- (xX*(x* =1) - 4(x* -1)) =
=X-(X*=D)-(xX* =4 =x-(x-1)-(x+1) - (x=2)- (x+2) = (x=2) - (x=1) - X- (X +1) - (x + 2).
Esam ieguvusi, ka dota izteiksme ir piecu péc kartas esosu skait]u reizinajums. Vismaz divi no Siem
skaitliem dalas ar 2, no kuriem viens art ar 4, vismaz viens — ar 3, un vismaz viens — ar 5. Tatad So
skaitlu reizinajums dalas ar 2-3-4-5=120.
Vienadsanu trapeces ABCD sanu malas ir AB un CD, bet diagonales AC un BD krustojas punkta E.
Ap trijstiri CDE apvilkta rinka Iinija krusto garako pamatu AD ieks§gja punkta F. Nogrieznu CF un
BD krustpunkts ir G. Nosaki ZCGD lielumu, ja ZCAD = ¢!
Atrisinajums
Ta ka trapece ABCD ir vienadsanu, tad ari ZADE =« (skat. Al4. att.). No trijstira AED ieglistam,
ka ZAED =180°— 2« . Izmantojot blakuslenku ipasibu, iegiistam, ka ZCED =2« . Punkti C, E, F,
D atrodas uz vienas rinka linijas, tapeéc ZCED = ZCFD =2« ka ievilktie lenki, kas balstas uz
viena loka CD. No trijstira FGD iegustam, ka ZFGD =180°—-3c un §i lenka blakuslenkis
ZCGD =3«.

B -

Ald. att.
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9.5.

Paradi, ka naturalos skaitlus no 1 lidz 2n—1 uzrakstit rinda ta, ka visas blakus esoSo skaitlu
starpibas (no lielaka skaitla atnem mazako) ir dazadas un skaitlis 1 ir vidgjais (n-tais), jaa) n=>5;
b) n=1008.
Atrisinajums
a) Der, pieméram, virkne

7 4, 6, 5 1, 9 2; 8 3

3 2 1 4 8 7 6 5

b) Aplikosim skaitlu virkni 1; 2015; 2; 2014; 3; 2013; 4; 2012; ...;1007;1009;1008 (51 virkne
sastav. no divam virkném — vienas augoSas 1;2;3;...;1008 un otras dilstosas
2015; 2014; ...; 1009). Saja virkng ir visi skait]i no 1 Iidz 2015 un starpibas starp katriem diviem
blakus esosiem skaitliem dilst no 2014 Iidz 1. ST virkne péc savam ipasibam ir loti lidziga
nepiecieSamajai, tikai skaitlis 1 $aja virkn€ ir pirmais nevis 1008. loceklis. Virknes 1008. loceklis
(Jeb 504.loceklis dilstosaja virkngé ir a.,, =2015+(-1)(504-1) =1512) ir 1512, virknes

10009. loceklis (jeb 505. loceklis augosaja virkng) ir 505. Starpiba starp virknes 1008. un 1009.
locekli ir 1512 —-505=1007. ,,Pargriezisim” izveidoto virkni starp 1008. un 1009. elementu,
iegtstot divus virknes fragmentus, no kuriem pirmais satur 1008 loceklus, bet otrais satur 1007
loceklus. No sakotngjam blakus elementu starpibam ir pazaud@ta tikai ,,pargriezta” starpiba 1007.
Tagad saliksim Sos fragmentus pret€ja seciba — ta, ka vispirms ir fragments, kura ir 1007 skaitli un
kur§ beidzas ar skaitli 1008, un péc tam fragments, kura ir 1008 skaitli un kur§ sakas ar skaitli 1.
»Salimésim” $os fragmentus kopa, iegiistot trikstoso starpibu 1007. Vajadziga virkne ir izveidota,
skaitlis 1 ir jaunas virknes 1008. loceklis un starp blakus elementu starpibam atrodami visi skaitli
no 1 Iidz 2014:

505; 1511; 506; 1510; 1010; 1007; 1009; 1008; 1; 2015, 2; 2014; 3; 504; 1512

1006 1005 1004 1003 .. 4 3 2 1 1007 2014 2013 2012 2011 2010 ... 1009 1008

10.1.

10.2.

Nosaki funkcijas a) y = x* +2x+2,b) y= vertibu kopu!

X* +2X+2
Atrisinajums
a) Dotas funkcijas grafiks ir parabola, kuras zari ir vérsti uz augsu, tapéc funkcijai ir vismazaka, bet

e : : -2 : _ . :
nav vislielakas vertibas. Parabolas virsotnes abscisa x, = - = —1 ir punkts, kura funkcija sasniedz

vismazako veértibu y, =1-2+2 =1. Tatad funkcijas vertibu kopa ir [L + ).
1

b) Parrakstam doto funkciju forma y = ————
(x+1)° +1

. Skaititaja izteiksme nav vienada ar 0 un saucgjs

1

ir pozitivs, tapec y >0. Taka (x+1)*+1>1,tad y=— "—
(x+D)° +1

< % =1. Tatad funkcijas vertibu
kopa ir (0;1].

Kadam naturalam n veértibam kvadratu nxn ratinas var sagriezt taisnstiiros ar izmériem 1x 4
ratinas? Griezuma linijam jaiet pa rtinu malam.

Atrisinajums

Ja n — nepara skaitlis, tad kvadrats nxn satur nepara skaita riitinas, kas nedalas ar 4 — riitinu skaitu
taisnstri. Tatad n jabut para skaitlim. Apliikosim divus iesp&jamos gadijumus.

o Ja n=4k (k — naturals skaitlis), tad kvadratu ir iesp&jams sagriezt prasitaja veida,
piem&ram, vispirms kvadratu sagriez pa rindam (taisnstiros 1x4k) un tad katru rindu k
taisnstiiros, kuru izméri ir 1x 4.

o Ja n=4k+2 (k — naturals skaitlis), tad izkrasosim kvadratu Cetras krasas diagonalveida
(skat. A15. att.). Lai ka arT grieztu, taisnstiiris 1x 4 vienmér saturés visu ¢etru krasu ritinas.
Tatad kvadrata visu krasu riitinam ir jabut vienada skaita. Noskaidrosim, cik katras krasas
ratinu ir kvadrata. Ta ka kvadratu 4k x4k var sagriezt taisnstiros 1x 4, tad taja visu krasu

2014./2015. m. g.
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10.3.

10.4.

rutinas ir vienada skaita. Pe€dgjas divas kolonnas un rindas dalam taisnstiiros 4x 2, art tajos
visu krasu riitinas ir vienada skaita, jo katru no tiem var sadalit divos taisnstiiros 1x 4. Vél
paliek kvadrats 2x2, kura dzeltenas krasas riitina nav vispar un ir divas baltas ritinas.
Iegiita pretruna ar to, ka kvadrata visu krasu ratinas ir vienada skaita. Lidz ar to kvadratu,
kura malas garums ir n=4k+2, nav iesp&jams sagriezt taisnstiros ar izmériem 1x4
ritinas.

Al5. att. AlG. att.

Esam ieguvusi, ka vienigais gadijums, kad kvadratu nxn ritipas var sagriezt taisnstiros ar
izmériem 1x 4, ja n =4k, kur k — naturals skaitlis.

Piezime. Gadijuma, kad n=4k +2 (k — naturals skaitlis), kvadratu vargja izkrasot Cetras krasas ta,
ka paradits A16. att. Tad, lai ka arT grieztu, taisnstiiris 1x 4 vienmer saturés tiesi divas vienas krasas
un tiesi divas citas krasas rutipas. Tatad kvadrata katras krasas ratinam ir jabiit para skaita, kas ir

(4k +2)?

pretruna tam, ka katras krasas ratinu skaits kvadrata ir =(2k +1)* = 4k® + 4k +1, Kkas ir

nepara skaitlis.

Atrast visus naturalos skaitlus, kas ir vienadi ar savu ciparu reizinajumu. (Par viencipara skaitla
ciparu reizinajumu sauc ta vienigo ciparu.)

Atrisinajums

Ievérojam, ka visi viencipara skaitli atbilst uzdevuma nosacijumiem. Pieradisim, ka citu $adu
skaitlu nav. Pienemsim, ka n=c,c,..c, ,kur k>2 unc, -c,-...-.c, =n. Taka c,,c,,...,C, Ir cipari,

tad ¢ -C,-...-.c, <, -9"". No otras puses cC,..c, >¢,0..0=c,-10“". Esam ieguvusi, ka
k-1

n<c,-9" un n>c, -10“", kas vienlaicigi nevar izpildities. Tatad vienigie skaiti, kas apmierina
uzdevuma prasibas, ir visi viencipara skaitli.
Uz vienadsanu trijstira ABC pamata AC atlikts ieksgjs punkts D, bet uz AC pagarinajuma — punkts
E (C atrodas starp D un E) ta, ka AD =CE. Pieradit, ka BD + BE > 2BC.
Atrisinajums
Pagarinam malu BC un uz tas atliekam punktu F ta, ka BC =CF (skat. A17. att.). Trijsttri DAB un
ECF ir vienadi péc pazimes m¢m, tapéc BD = EF ka atbilstosas malas. No trisstiira nevienadibas
ABEF izriet, ka BE + EF > BF = BC + CF =2BC jeb BD + BE > 2BC.

B

FA17. att.

2014./2015. m. g.
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10.5.

Jura dzim$anas dienas torte ir biezpiena kubs, kura Cetras sanu skaldnes un aug$gja skaldne ir
noklata ar Sokolades glaztiru (visur vienadi biezu). Ka So torti sadalit a) 4 dalas, b) 3 dalas ta, lai
katras dalas forma ir taisna prizma un gan biezpiena, gan glaziiras daudzums visas dalas ir vienads?
Atrisinajums

Tortes augsgjo skaldni sadalam n vienlielas figliras ta, lai augsgjas skaldnes perimetrs butu sadalits
n vienadas dalas. Skat., piem&éram, Al8. att., kur n=4, un A19. att., kur n=3.

AlS. att. Al9. att. A20. att.
Lai iegutas dalas biitu taisnas prizmas, veicam vertikalus griezienus perpendikulari tortes pamatam.
Ta ka visu dalu pamata laukumi ir vienadi un vienads ir arT visu dalu augstums, tad visu dalu
tilpumi ir vienadi jeb biezpiena daudzums visas dalas ir vienads. ArT ar Sokoladi noklatas virsmas
laukums (glaziiras daudzums) visam dalam ir vienads, jo katrai dalai ar Sokoladi noklatas virsmas

laukums ir P. H +§, kur P — kuba (tortes) augs€jas skaldnes perimetrs, S — augsgjas skaldnes
n n

laukums, H — kuba augstums.

Piezime. a) Sadalit tortes augs€jo skaldni Cetras vienlielas figliras ta, lai augsgjas skaldnes perimetrs
butu sadalits Cetras vienadas dalas, var veicot jebkadus divus perpendikularus griezienus, kas iet
caur augs¢jas skaldnes centru (skat., pieméram, A20. att.).

11.1.

11.2.

Aplukojam visus devinciparu skaitlus, kas nesatur 0 un kam visi cipari ir dazadi. Pieradit, ka starp
tiem para skaitlu ir tiesi divas reizes mazak neka tadu, kas dalas ar 3, bet nedalas ar 5.

Atrisinajums

Visi devinciparu skaitli, kas nesatur nulli un kuriem nav vienadu ciparu, dalas ar 3, jo to ciparu
summair 1+2+3+...+9 =45, kas dalas ar 3.

Atliek noskaidrot, cik starp tiem ir para skaitlu un cik tadu, kas nedalas ar 5.

Para skaitli ir tie, kas beidzas ar 2, 4, 6, 8, tatad devinciparu skaitla ped€jo ciparu var izvéléties 4
veidos un visus atlikusos 8 ciparus izvéléties 8! veidos, Iidz ar to kopgjais para skaitlu skaits
ir 4-8!.

Lai skaitlis nedalitos ar 5, ta pedg€jais cipars nedrikst biit 5, tatad to var izvéleties 8 veidos (tas var
bt jebkurs no cipariem {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9}), pargjos 8 ciparus var salikt 8! veidos, tatad kopgjais
Sadu skaitlu skaits ir 8-8!. Redzams, ka tas ir tiesi divas reizes lielaks neka para skaitlu skaits.
Taisnstari var parklat ar mazakiem taisnstiriem, kuru izméri ir 1x4 un 2x2. Vienu mazo
taisnsturi, kura izméri ir 2x 2, aizvietoja ar taisnstiiri 1x4. Vai, izmantojot Sos taisnstiirus, vél
joprojam var parklat doto taisnstiiri?

Atrisinajums

1. risinajums. Izkrasosim taisnstiri Cetras krasas diagonalveida (skat. A21. att.) Kvadrats 2x2
vienmer parklaj tieSi divas ritinas, kuram ir vienada krasa. Tatad figiirai, kas to aizvieto, ari
japarklaj para skaita rutigas, kuram ir vienada krasa, bet katrs taisnstiiris 1x4 parklaj pa vienai
ritinai no katras krasas, tap€c tas nav iesp&jams.

A21. att. A22. att.
2. risinajums. Izkrasosim taisnstiiri Cetras krasas ta, ka paradits A22. att. Kvadrats 2x2 vienmer
parklaj tiesi vienu (nepara skaitlis) baltu ratipu. Tatad figirai, kas to aizvieto, arT japarklaj nepara
skaita baltas ritinas, bet katrs taisnstiiris 1x 4 parklaj vai nu tiesi divas baltas riitinas, vai nevienu
baltu riitinu, tas ir, para skaita baltas riitinas, tapec tas nav iesp&jams.

2014./2015. m. g.
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11.3.

11.4.

Naturalam skaitlim n ar M (n) apzim&sim mazako naturalo skaitli, kas beidzas ar n un kura ciparu

summa ir n. Pieméram, M (13) = 913. Pieradit, ka ir bezgaligi daudz tadu n, ka M (n) dalas ar n.

Atrisinajums

Ja n=10%, kur k — naturals skaitlis, tad M(n)=M(10*)= 9..910...0. Ievérojam, kas skaitlis
e Kk

9...910...0 tiesam ir mazakais naturalais skaitlis, kas atbilst uzdevuma nosacijumiem, jo devitnieki

skaitla sakuma nodroSina mazako iesp&jamo skaitla garumu, tatad art mazako skaitla veértibu. Ta ka

skaitlis M (10%) =9..910..0 dalas ar 10* un naturalo skaitlu k ir bezgaligi daudz, tad ir ari
K

bezgaligi daudz tadu naturalu skaitlu n, ka M (n) dalas ar n.

Vienadsanu trapeces ABCD sanu malas ir AB un CD, garakais pamats ir AD. Diagonales AC un BD
krustojas punkta E. Ap trijsturi ABE apvilkta rinka linija o,, bet ap CDE — rinka Iinija o, . Pieradit,
ka trapecei ABCD apvilktas rinka Iinijas @ centrs atrodas @, un o, krustpunkta, kas atskirigs no
punkta E!

Atrisinajums

1. risinajums. Ripka Iinijju @, un @, otru krustpunktu apzim&jam ar F (skat. A23. att.). Tad ir
japierada, ka @ centrs ir punkta F. Izmantosim, ka cetrstirim apvilktas ripka Iinijas centrs ir
Cetrstira malu vidusperpendikulu krustpunkta.

Ta ka ABCD ir vienadsanu trapece, tad simetrijas dé] EF ir malu AD un BC vidusperpendikuls.
Apzimgjam ZEAD = Z/EDA=«a un ZBAE = £. Tad no trijstiira ick$&jo lenku summas izriet, ka
ZAED =180°—- ZEAD — ZADE =180° -2« un no blakuslenku ipasibas ZAEB = 2« . Punkti E un
F atrodas uz rigka lmijas @,, tapéc LAFB = ZAEB =2a un /BAE = /BFE = ka ievilktie
lenki, kas balstds attiecigi uz viena un ta pasa loka. Simetrijas  dg]
/FBC = Z/BCF = (180°—-2%):2=90°— . No trijstura ABC iegtistam, ka Z/ABC =180°-a—f3,
tad ZABF =180°—-a — —(90°— ) =90° — . No ABAF ieglistam, ka
/BAF =180°—-(90°—a) —2a =90°—« . Lidz ar to ABAF ir vienadsanu trijstiris un punkts F
atrodas uz trijstiira malas AB vidusperpendikula. Tatad punkts F ir Cetrstirim ABCD apvilktas rinka
linijas @ centrs.

B C

A23. att.
2. risinajums. Ar F apzimg&jam rinka Iiniju @, un @, otru Krustpunktu (skat. A24. att.). Ta ka
ABCD ir vienadsanu trapece, tad simetrijas dél ZEAD=/EDA=«. Tad
/CED = ZEDA+ ZEAD =2« (ka trijstira AED tresa lenka AED ar&jais lenkis). Apskatam, kadi
lenki balstas uz loka CD, pienemot, ka art trapecei ABCD ir apvilkta rinka linija @. Rinka linija @
ievilktais lenkis CAD balstas uz loka CD, tam atbilstosa centra lenka liclums ir 2« . Visi lenki, kas
balstas uz loka CD un kuru lielums ir 2« , atrodas uz ®,. Tatad arT @ centrs atrodas uz w,.

2014./2015. m. g.
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Analogiski pierada, ka @ centrs atrodas uz @,. Tatad @ centrs atrodas rinka Iiniju @, un o,

krustpunkta — vai nu punkta E, vai punkta F. Ripka linijas @ centrs nevar bt punkts E, jo BE un
AE tad butu radiusi, bet BE # AE (vienadsanu trapeces diagonales krustpunkta nedalas uz pusém).
Lidz ar to punkts F ir trapecei ABCD apvilktas rinka linijas @ centrs.

B

A24. att.
11.5. Atrast funkcijas f (x) =8sin x+8cos x —12sin xcos x mazako un lielako vértibu!
Atrisinajums
Apzim&jam t =sin X+ cos x. Tad
t% = (sin X+ cos X)* =sin? X + 2sin X€os X + €0s” X =1+ 2sin Xcos X =1+ sin 2x.
Taka sin2x<1,tad t? =1+sin2x<2.Lidzarto te[—/2,/2].
Izmantojot apzim&umus, parrakstam doto funkciju: F(t) =8t —6(t* —1) = —6t* + 8t + 6. Funkcijas
F(t) grafiks ir parabola, kuras zari ir vérsti uz leju, tapeéc tas vislielaka vértiba ir parabolas
virsotné: t, __—8 .2 e[/2,v2] un F(t,) :—6-ﬂ+8-z+6:§.
2-(-6) 3 9 3 3
Minimala v&rtiba ir viena no intervala [—\/5 , \/5] galapunktiem:

F(—/2)=-12-8J2 +6=-6-8v2 vai F(+/2)=-12+8J2 +6=-6+82.

Tatad dotas funkcijas mazaka vertiba ir (-6 — 8\/5) un lielaka vertiba ir ? .

12.1. Uz funkcijas y = x—3|+2 grafika atrast tadu punktu P, kura attalumu kvadratu summa lidz
koordinatu asim biitu vismazaka!
Atrisinajums
Uzzimgjam funkcijas y = x — 3| +2 grafiku (skat. A25. att.).

A25. att.

2014./2015. m. g. 13
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12.2.

Ta ka funkcijas grafiks ir simetrisks pret taisni X =3, tad punkta P abscisa ir mazaka neka 3 (1. I.,
punkts P atradisies uz tas grafika dalas, ko nosaka funkcija y=-x+5). Punkta P koordinatas

apzimé&jam ar (x; y) . Tatad janosaka izteiksmes X* + y* vismazaka vértiba:
X*+y> =x*+(-x +5)* =2x*-10x +25.

Funkcijas f(x) =2x*—10x +25 grafiks ir parabola ar zaru vérsumu uz augsu. Parabolas virsotnes
abscisa x, = % = 2,5 ir punkts, kura funkcija sasniedz vismazako vertibu. Tad y, =—X,+5=25

un punkta P koordinatas ir (2,5; 2,5) .
Taisnstirim ar izm&riem 10x10 riitinas izgrieza visas Cetras stiira rutinas. Vai iegiito figliru var
parklat ar vienu 7. att. redzamo figiiru un 23 figiram, kas redzamas 8. att.? Figtras drikst bat
pagrieztas vai apgrieztas spogulattela.

7. att. 8. att.
Atrisinajums
1. risinajums. Izkrasosim iegiito figiru divas krasas ta, ka paradits A26. att. Lai ka arT tiktu
novietota 8. att. figlira, ta vienmé&r parklaj para skaita melnas ratinas. Tatad 23 $adas figiiras kopa
parklaj para skaita melnas riitinas. Ta ka 7. att. figiira parklaj nepara skaita melnas ritinas, tad visas
24 figiiras kopa parklaj nepara skaita melnas riitinas, bet A26. att. figiira satur para skaita melnas
rutinas, tatad prasito nevar izdarit.

A26. att.

2. risinajums. Izkrasosim iegito figliru Cetras krasas diagonalveida (skat. A27. att.). Ta satur 24

katras krasas ratinas. Lai ka novietotu 7. att. figtru, ta vienmér parklaj divas vienas krasas riitinas

un pa vienai riitinai no divam citam krasam. Tad katra krasa neparklatas paliek attiecigi 22, 23, 23,

24 ritinas (divi para skaitli, divi nepara skaitli). Iesp&jami divi gadijumi, ka novietot 8. att. figtiru.

o Ja ta parklaj pa vienai katras krasas rutinai, tad neparklato ritinu skaits katra krasa samazinas
par 1, tas ir, neparklato ratinu skaita paritate katra krasa mainas uz pretéjo. Tatad joprojam
divam no ¢etram krasam neparklatas paliek nepara skaita riitinas, divam — para skaita ratinas.

o Ja ta parklaj divas ritinas no vienas krasas, divas — no citas, tad katras krasas neparklato ratinu
skaits samazinas par para skaitli (vai nu par 2, vai 0) un neparklato riitinu skaita paritate katra
krasa saglabajas. Tatad joprojam divam no Cetram krasam neparklatas paliek nepara skaita
ritinas, divam — para skaita rutinas.

Ja prasito varétu izdarit, tad katra krasa neparklatas paliktu attiecigi 0, 0, 0, O rtinas, bet tie visi ir

para skaitli. Tatad tas nav iesp&jams.
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12.3. Pieradtt, ka 1 +1+ﬂ+E > e ,jaa, b, ¢, dir pozitivi skait]i!
a b c d a+b+c+d

Atrisinajums

. : e 1 : 1 1 .
Lai pieraditu prasito, pamatosim, ka pozitiviem skaitliem ir speka —+—2> . Veicam

X Yy X+Vy
ekvivalentus parveidojumus:

1 1_ 4
i

X Yy X+y

[ XYy(X+Y)>0 = xy+y? +x°+Xxy>4xy = X*=2xy+y>*>0 = (x—Yy)*>=>0.

o . D 21 1 . . D L -
Ta ka iegiita patiesa nevienadiba, tad arT —+— > Ir patiesa. Izmantojot So nevienadibu tris

X Yy X+y
. . _-11416(4 4)16 16 16 64
reizes, iegust prasito: - +—+—+—2| —+—- |+ —2 —-+ —2 ——.
a c d a+b ¢/ d a+b+c d a+b+c+d

12.4. Taisnlenka trijstari ABC uz katetes AC atzimé&ts punkts P, uz katetes BC — punkts S, uz hipoteniizas
AB — punkti R un Q ta, ka PSRQ ir kvadrats. Pieradit, ka AB > 3PS . Kada gadijuma AB = 3PS ?
Atrisinajums
1. risinajums. Ta ka PS =QR un AB = AQ + QR+ RB (skat. A28. att.), tad pietick pieradit, ka
AQ + RB > 2PS . Uz nogriezna AB atliekam punktu B' ta, ka PB'|| BC. Tad ASRB = APQB pé&c

pazimes /m/{.

C
P S
. [ S W BN
A Q B R B

A28. att.
Tatad paliek pieradit, ka AB'>2PQ. Nogrieznis AB' ir diametrs rinka linijai, kas apvilkta ap
AAPB', jo ZAPB'= ZACB =90° ka kapslu lenki pie paralélam taisném. Nogrieznis PQ nav garaks
ka §1s ripka Iinijas radiuss, kas ir puse no diametra. Lidz ar to AB'>2PQ un ari AB>3PS.
Vienadiba iesp&jama tikai tad, kad PQ ir vienads ar rinka linijas radiusu. Tada gadijuma AAPB' ir
vienadsanu trisstiiris, tapéc ari AACB ir vienadsanu, jo £CAB =45°. Tatad vienadiba iesp&jama
tikai tad, ja AC =CB.
2. risinajums. Kvadrata malas garumu pienemsim par vienu vienibu PS = SR = RQ =PQ =1, tad
japierada, ka AB>3. Ievérojam, ka AB=AQ+QR+RB (skat. Axxx.att.). Apzim&am
ZCAB = . No AAPQ iegist, ka AQ = ti unno ARSB iegust, ka AQ =tga . Lidz ar to
Jo
2 2 2
AB :i+1+tga _Qa+iga +1: tg°a—2tga +1+3tgo _ (lga-1)° +3tg S 3ty _
g g g fga g

jo tga =0 un (lga—1)* > 0.
Vienadiba ir speka, ja (fga—1)> =0 jeb tga =1. Ta ka « ir trijstiira lenkis, tad « =45°, kas
nozimé, ka AACB ir vienadsanu. Tatad vienadiba iesp&jama tikai tad, ja AC =CB.

31
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12.5. Atrast visus naturalu skait]u trijniekus (a, b, ¢) tadus, ka a>b>c>2 un ab-1 dalas ar ¢, bc-1
dalas ar a, ac—1 dalas ar b.
Atrisinajums
No dota izriet, ka (ab-1)(bc—1)(ac—1) dalas ar abc. Atverot ickavas ieglst, ka
a’b’c® —a’bc—ab’c—abc® +ab+bc+ac—1 dalas ar abc. Ta ka pirmie Cetri saskaitamie katrs
dalas ar abc, tad
ab +bc +ac —1 jadalas ar abc. Q)
Tas nozimé, ka
ab+bc+ac—1>abc. 2)
No otras puses, taka a>b > c, tad
ab+bc+ac—1<ab+ab+ab=3ab. 3)
No nevienadibam (2) un (3) iegust, ka 3ab >abc, tatad ¢ <3. Ta ka no dota ¢ >2, tad vieniga
iesp&jama vertiba ir ¢ = 2. levietojot to (1), ieglistam ab + 2(a+b) —1 jadalas ar 2ab. No (3) izriet,
ka ab+2(a+b)—-1<3ab, tatad vieniga iesp&jama izteiksmes ab + 2(a +b) —1 vértiba, lai ta dalitos
ar 2ab, ir 2ab. Tatad ab+2(a+b)—1=2ab, no Kkurienes ab-2a-2b+4=3 jeb
(a—2)(b—2) =3. No dota izriet, ka abi reizinataji ir pozitivi un a—2>b—-2, tatad a—2=3 un
b—2=1, no kurienes a=5 un b =3. Parbaude parada, ka skait]u trijnieks (5, 3, 2) ir uzdevuma
atrisinajums.
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