Latvijas 66. matematikas olimpiades 3. posma uzdevumi un atrisinajumi

9.1.

9.2.

9.3.

Zinams, ka x un y ir tadi naturali skaitli, ka xy2 ir naturala skaitla kubs. Pieradit, ka art xzy ir naturala skaitla
kubs!

Atrisinajums

Apziméjam xy? = z3, kur z — naturals skaitlis. Kipinot abas puses kvadrata, ieglistam x?y* = z°. Izsakam

76 22\°
xly=—= (—) .
y:o\y

2\ 3

2
Skaitlis xzy ir naturals skaitlis, tapéc art (27) ir naturals. Ja z% nedalitos ary, tad Z;varétu izteikt ka nesaisinamu

3
daju % Bet tad arT% bdtu nesaisindama dala, tacu tam jabat naturalam skaitlim — pretruna. Tapéc z2 dalas ar y

un tatad x2y ir naturala skait]a kubs.

TrijstGr1 ABC novilkta mediana AF, punkts D ir tas viduspunkts. Taisne CD krusto malu AB punkta E.
Pieradit: ja BD = BF, tad AE = DE!

Atrisinajums

Trijstlris DBF ir vienadsanu (BD = BF péc dota), tapéc ¥BDF = «BFD ka lenki pie pamata malas (skat.
1. att.). Taka AD = DF (jo D ir AF viduspunkts), XADB = <DFC (ka vienadu lenku blakuslenki) un BD = FC,
tad AADB = ADFC péc pazimes mfm. Tatad ¥BAD = «CDF ka atbilstosie lenki vienados trijstiros. Ta ka
LEDA = «CDF ka krustlenki, tad XEAD = <EDA un AAED ir vienadsanu trijstdris. Lidzarto AE = DE ka sanu
malas vienadsanu trijstart.

Vai tabula, kuras izmériir 4 X 4 ritinas, var ierakstit naturalus skaitlus no 1 lidz 16 (katra ritina citu) ta, lai katras
divas ratinas, kuram ir kopiga mala, ierakstito skait|u starpiba bitu vismaz a) 6; b) 7?

Atrisinajums

a) J3, skaitlus tabula var ierakstit, pieméram, skat. 2. att., kur peléka krasa noraditas skait|u starpibas.

| | |

15972810 8 115| a
ot ot

115 3 9125 4 16| b
o

5+13+6+14 c
15|7|16|8

2. att. 3. att.

b) Pamatosim, ka skaitlus tabula nevar ierakstit ta, lai izpildas uzdevuma nosacijumi. Skaitlim 8 blakus var
atrasties tikai skaitli 1, 15 un 16. Pienemsim, ka 1 neatrodas blakus 8. Tad skaitlim 8 ir tikai divi kaimini, tatad tas
atrodas start (skat. 3. att.).

Skaitlim 7 var atrasties blakus tikai skaitli 14, 15, 16, tatad tas noteikti ir blakus skaitlim 15 vai 16 (skat. 3. att.),
[idz ar to tas atrodas kada no vietam a, b, c. Tas nevar bt b vieta, jo tur tam bitu Cetri kaimini. Tas nevar
atrasties a vieta, jo tur tam ir tris kaimini, bet viens no skaitliem, kas tam varétu bat blakus (skaitlis 16) tam
blakus neatrodas. Lidzigi skaitlis 7 nevar atrasties ari c vieta.

Lidz ar to esam ieguvusi, ka skaitliem 1 un 8 jabat blakus. Nezaudéjot visparigumu, varam pienemt, ka skaitli
izkartoti ta, ka paradits 4. att. Skaitlis x nevar bt 15, jo tad y vieta bltu jaieraksta skaitlis 8, bet tas jau ir
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9.4.

9.5.

ierakstits tabula. Tatad x vieta jabut skaitlim 16, un tad vieniga iespéjama y vértiba ir 9. Lidz ar to esam ieguvusi
5. att. paradito skaitju izkartojumu.

8| x 8 |16
1|y 119
4. att. 5. att.

levérojam, ka skaitlim 9 blakus ratinas var bit ierakstiti tikai skaitli 1, 2, 16. Tatad skaitlis 8 nav stari, jo tad
skaitlim 9 batu Cetri kaimini. TieSi tapat stlrt nav arT skaitlis 9, jo tad skaitlim 8 bitu Cetri kaimini. Tatad tiem ir
vél pa vienam kaiminam. Skaidrs, ka skaitlim 8 vél ir kaimins$ 15, bet skaitlim 9 vél ir kaimins 2. lesp&jami divi
gadijumi, kur attieciba pret skaitli 8 var bat ierakstits skaitlis 15 (skat. 6. att. un 7. att.). Neviens no Sim
gadijumiem nav iespéjams, jo z vieta bltu jaieraksta skaitlis 9, bet t vieta — skaitlis 8.

15| 8 |16
15 t
8|16 z
9|2
6. att. 7. att.
Atrast skaitla Zmi& mazako pirmreizinataju!

Atrisinajums
Apzimésim N = 20162°1¢ — 3, tad dotais skaitlis irg.
Ta ka 20162°1 ir para skaitlis, tad N ir nepara un ari dotais skaitlis ir nepara, tatad tas nedalas ar 2.
levérojam, ka 2016 dalas ar 9, tatad N = 02016 — 3 = 0 — 3 = —3 = 6 (mod 9). Ta ka skaitlis N dalas ar 3, bet
nedalas ar 9, tad dotajam skaitlim nav pirmreizinatajs 3.
No kongruences 2016 = 1 (mod 5) izriet, ka N = 12016 — 3 = 1 + 2 = 3 (mod 5), tatad dotais skaitlis nedalas
ar5.
No kongruences 2016 = 0 (mod 7) izriet, ka N = 0 — 3 = —3 = 4 (mod 7), tatad dotais skaitlis nedalas ar 7.
levérosim, ka 2016 = 3 (mod 11); tatad N = 32°16 — 3 (mod 11). Virkne 3", n = 0, 1,2, ..., ir periodiska péc
modula 11; apskatisim $is virknes pirmos locek|us:

n 0 1 2 3 4 5
3"(mod11) | 1 | 3 | 9 | 5| 4 |1

Taka 3° = 3% = 1 (mod 11), tad secinam, ka 32016 = 34035+1 = (35)403. 31 = 1403. 3 = 3 (mod 11).
Lidz ar to N = 32016 —3 =0 (mod 11), tatad gan N, gan g dalds ar 11. Tatad dota skaitla mazakais
pirmreizinatajsir 11.
Naturalu skaitju virkni (s;) péc parauga ,2016” veido $adi: virknes pirmais loceklis s, ir 2; virknes otrais loceklis
S, — mazakais naturalais skaitlis, kas lielaks neka s; un ta pieraksta ir cipars 0; virknes tresais loceklis
S3 — mazakais naturalais skaitlis, kas lielaks neka s, un ta pieraksta ir cipars 1; virknes ceturtais loceklis
s4 — mazakais naturalais skaitlis, kas lielaks neka s; un ta pieraksta ir cipars 6. Péc tam meklétie cipari cikliski
atkartojas: 2-0-1-6-2-0-... . Virknes pirmie locekli ir 2; 10; 11; 16; 20; 30; 31; 36; 42; 50.
Kadi ir Cetri nakamie skaitli, kas virkné seko aiz skait]a 20167
Atrisinajums
Pavisam ir Cetru veidu gdjieni: ,2 — 0” (skaitlis satur 2 un mekléjam nakamo skaitli, kas satur 0), ,,0 —» 1”,
,1 = 6”un,6 — 2”. Turklat Sie gajieni cikliski atkartojas tiesi Sada seciba.
Lai noskaidrotu, kuri nakamie skaitli seko virkné péc skaitla 2016, nepiecieSams uzzinat, péc kada gdjiena tika
sasniegts skaitlis 2016.
Aplikosim iesp&jamos gadijumus.
a) Skaitli 2016 nevar ieglt péc gdjiena ,6 — 2”, jo ieprieks€jais virknes loceklis bltu 2006, bet nakamais
skaitlis, kas ir lielaks neka 2006 un satur ciparu 2, ir 2007.
b) Skaitli 2016 nevar ieglt péc gdjiena ,2 — 0”, jo iepriekSéjam virknes loceklim tad batu jabat 2015, bet
pirms ta izdaritajam gdjienam jabit ,6 — 2”, kas noved pie tas pasas pretrunas ka a) gadijuma.
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c) Skaitli 2016 nevar iegut péc gajiena ,,0 — 1”7, jo iepriekS§éjam virknes loceklim batu jabadt 2015, bet pirms
ta izdaritajam gajienam jabat ,2 — 0” un skaitlim 2014. Savukart, pirms skaitla 2014 izdaritajam gajienam
jabat ,6 — 2” un ieglstam lidzigu pretrunu ka a) gadijuma.

d) Tatad skaitli 2016 iegilst péc gdjiena ,1 — 6”, un nakamie skaitli virkné péc gajieniem ,6 — 2”,
“2-0""0->1"un“l - 6" ir skaitli 2017, 2018, 2019 un 2026.

10.1.

10.2.

10.3.

Zinams, ka x un y ir tadi naturali skaitli, ka xy'? ir naturala skaitla 33. pakape. Pieradit, ka ari x%y ir naturala
skait|a 33. pakape!
Atrisinajums

Apziméjam xy1% = z33, kur z — naturals skaitlis. Kapinot abas puses 10. pakapé, iegiistam x10y100 = 2330,
Izsakam
£330 710 33
My =—z={=5] -
y y

10y 33

10
Skaitlis xloy ir naturals skaitlis, tapéc ar1 (Z ) ir naturals. Ja z1° nedalitos ar y3, tad Zy—3 varéetu izteikt ka

y3
nesaisinamu dalu % Bet tad arTTZTf bltu nesaisinama dala, tacu tam jabut naturalam skaitlim — pretruna. Tapéc
z10 dalas ar y2 un tatad ari x1%y ir naturala skaitla 33. pakape.
Trijstlra ABC lenku <CAB un <BCA bisektrises krusto tam apvilkto rinka liniju attiecigi punktos P un Q, bet
pasas krustojas punkta I. Pieradit, ka PQ L BI!
Atrisinajums
ApzZiméjam <BAP = 4PAC = a un ¥BCQ = ¥QCA = P (skat. 8. att.). levilktie lenki, kas balstas uz viena un ta
pasa loka, ir vienadi, tapéc

0 <XBQP = «BAP = «a (balstas uz loka BP);

o <XPQC = <PAC = «a (balstas uz loka PC);

o <BPQ = «BCQ = p (balstas uz loka BQ);

0 <KLQPA = xQCA = B (balstas uz loka QA).
Lidz ar to AQIP = AQBP péc pazimes m#, jo <IQP = <BQP = a, PQ ir kopiga mala un «<IPQ = <BPQ = .
Tapéc PI = PB ka atbilstosas malas vienados trijstiros un ABPI ir vienadsanu trijstlris ar pamatu BI. Ta ka PQ
ir bisektrise, kas vilkta no virsotnes lenka, tad PQ ir art augstums pret BI un lidz ar to PQ 1 BI.
B

Q P

8. att.

Doti tadi reali skaitli x, y un z, ka x +y + z = 3. Pieradit, ka xy + xz + yz < 3.
Atrisinajums
Dotas vienadibas abas puses kapinot kvadrata un péc tam reizinot ar 2, ieglistam:
x2+y?+z2+2xy+2xz+2yz=09;
2x% + 2y% 4+ 222 + 4xy + 4xz + 4yz = 18.

Pieskaitot un atnemot vienadibas kreisai pusei vienu un to pasu izteiksmi un péc tam izmantojot starpibas
kvadrata formulu, ieglstam:

x2 = 2xy+y?*+x*—2xz+z%+vy?—2yz+ 2%+ 6xy + 6x2 + 6yz = 18;

(x—v)?+(x—2)?%+ (@ —2)?+ 6xy + 6xz + 6yz = 18.

Taki(x—y)?+(x—2)?2+(y—2)2>0,tad 6xy + 6xz + 6yz < 18 jebxy + xz + yz < 3.
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10.4.

10.5.

Pitagora trijstri visu malu garumi ir lielaki neka 5. Vai var gadities, ka ta a) tris malu, b) divu malu garumi ir

pirmskaitli?

Piezime. Pitagora trijstdris ir taisnlenka trijstlris, kam visi malu garumi ir naturali skaitli.

Atrisinajums

a) Ng, tris malu garumi nevar bt pirmskaitli. Taisnlenka trijstiri malu garumus a, b un c saista Pitagora teoréma

a? + b? = c2. Ta ka visu malu garumiem jabit pirmskaitliem, kas lielaki neka 5, tad visu malu garumi ir nepara

skaitli, tatad arf a® un b? ir nepara skaiti, bet divu nepara skaitlu summa ir para skaitlis — pretruna ar to, ka c?

ir nepara skaitlis.

b) Ja, divu malu garumi var bat pirmskaitli. Pieméram, der malu garumi 11, 60, 61, jo divi no tiem ir pirmskait|i

un tiem izpildas Pitagora teorémas nosacijums, tas ir, 112 + 602 = 612 jeb 121 + 3600 = 3721.

Piezimes

1) Vertibas b) gadijuma var atrast, ja zina sakaribu, ka katram Pitagora skaitlu trijniekam a, b un c eksisté tadas
naturalas n un m vértibas (n > m), ka a = n?> — m?, b = 2nm, ¢ = n? + m?. Skaitlis b nav pirmskaitlis, jo
ir para skaitlis, kas ir lielaks neka 5 (péc dota). Tatad vienlaikus pirmskaitli ir n? — m? un n? + m?2. Lai skaitlis
n? —m? = (n — m)(n + m) batu pirmskaitlis, reizinatdjam n — m jabat vienadam ar 1 jebn = m + 1 un
pirmskaitliem jabat forma 2m + 1 un 2m? + 2m + 1. Parbaudot nelielas m (m > 2 péc dota) vértibas, pie
m = 5 atrod minéto skait|u trijnieku 11, 60, 61.

2) To, ka a) gadijuma viens no skaitliem ir para, var secinat no skaitla b izteiksmes.

Regulara 2016-stlra visas virsotnes sakotnéji ir baltas. Kadu mazako skaitu no tam var nokrasot melna krasa ta,

lai nepaliktu neviens a) taisnlenka, b) Saurlenku trijstidris, kuram visas virsotnes atrodas 2016-stlira baltajas

virsotnés?

Atrisinajums

a) Visas regulara 2016-stlira virsotnes atrodas uz vienas rinka linijas. levilkts lenkis ir taisns tikai tada gadijuma,

jatas balstas uz diametra. Tatad, ja kada diametra abi galapunkti bGtu balti, tad visi paréjie punkti batu janokraso

melni, jo diametra galapunkti ar jebkuru treso punktu veido taisnlenka trijstdri. Lidz ar to katra diametra vismaz

. . - - . - 2016 - o
viens galapunkts ir janokraso melns. Tatad melnas janokraso vismaz —— = 1008 regulara 2016-stilira virsotnes.

Ja katra diametra vienu galapunktu nokraso melnu, tad nepaliek neviens taisnlenka trijstlris, kuram visas
virsotnes ir baltas. Tatad mazakais punktu skaits, kas janokraso melni, ir 1008.

b) Ja melnas nokraso 1007 péc kartas esosas virsotnes, tad no atlikusajam 1009 virsotném var izveidot tikai
taisnlenka vai platlenka trijstlirus, jo katra trijstlira viens lenkis balstas uz loka, kura lielums ir vismaz 90° (skat.
9. att.).

Pieradisim, ka mazak virsotnes nevar nokrasot, lai izpilditos uzdevuma nosacijumi.

Pienemsim, ka melnas nokrasotas ne vairak ka 1006 virsotnes, tad baltas ir palikusas vismaz 1010 virsotnes. Ta
ka ir tieSi 1008 diametri, kuriem abi galapunkti atrodas regulara 2016-stiira virsotnés, tad bls vismaz divi
diametri kuriem abi galapunkti ir balti (Dirihlé princips). Sos diametrus apziméjam ar AB un CD (skat. 10. att.).
Izvélamies kadu punktu E, kurs ir balts (nezaudéjot visparigumu, varam pienemt, ka tas atrodas uz loka AC), bet
tad trijstdris BDE ir Saurlenku, jo visi tris loki EB, BD, DE ir mazaki neka 180°, tatad trijstdra lenki ir mazaki
neka 90°, jo tie ir ievilktie lenki, kas balstas uz Siem lokiem.

9. att. 10. att.
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11.1.

11.2.

11.3.

3 ir naturala skaitla 2016. pakape. Pieradit, ka ari x*33y ir

Zinams, ka x un y ir tadi naturali skaitli, ka xy*3

naturala skaitla 2016. pakape!

Atrisinajums

Apziméjam xy*33 =z
433433433 _ ,2016433 |7cak3m

2016 kur z - naturadls skaitlis. Kapinot abas puses 433. pakdpé, ieglstam

Xy
: 2016
72016433 7433
x*y = s = |\ e
y y
T 433 . = T = = - 433, 2016 . = 433 - 93 7433 — . .
Skaitlis x>y ir naturals skaitlis, tapéc ari (F) ir naturals. Ja z*°° nedalitos ar y~~, tad S5 varétu izteikt
- I m -m2016  _ . Y U - .-

ka nesaisinamu daju —~. Bet tad ari ——5= bltu nesaisinama dala, tacu tam jabut naturalam skaitlim — pretruna.

Tapéc z*33 dalas ar y?3un tatad ari x*33y ir naturala skaitla 2016. pakape.

Saurlenku trijstarim ABC (AB > AC) apvilktas rinka [Tnijas centrs ir O un punkts D ir malas BC viduspunkts.
Rinka linija ar diametru AD krusto malas AB un AC attiecigi punktos E un F. Uz nogriezna EF atlikts punkts M
ta, ka DM||AO. Pieradit, ka trijstari ABD un FDM ir lidzigi!

Atrisinajums

Apziméjam <BAC = a, <ABC = B un <BCA = .

levérojam, ka <EAD = XEFD ka ievilktie lenki, kas balstas uz viena un ta pasa loka (skat. 11. att.).

Ta ka LBOA = 24BCA un ABOA ir vienadsanu (AO = OB), tad ieglstam
L0AB = %(1800 — ZB0OA) = 90° — «BCA = 90° — y. Ta ka AD ir rinka linijas diametrs, tad <AFD = 90°. No
trijstira DFC ieglstam, ka <«FDC =90°—y. Ta ka <ADC ir trijstira ABD aréjais lenkis, tad
IADC = ¥DAB + <DBA. levérojam, ka IADC = ¥ADM + <MDF + «<FDC un
4DAB + <DBA = «<DAO + <0AB + . Ta ka «ADM = «DAO (ka iek3&jie Skérslenki pie paralélam taisném
DM un AO) un <FDC = «0AB = 90° — y, tad <MDF = [5. Tatad <ABD = <MDF.

Lidz ar to AABD~AFDM péc pazimes £¢.

Pieradit, ka katram naturalam skaitlim n (n > 1) var atrast tadus naturalus skaitlus x un y (x < y), ka
1 1 1 1

1_1=x(x+1)+(x+1)(x+2)+m+y(y+1)

Atrisinajums

. .- 1 1 - - - . - - - . . .
Izmantojot vienadibu =% parrakstam dotas vienadibas labas puses izteiksmi

1
k(k+1) k+1’
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

+ o ———— = — + —~ +oe = :
x(x+1) (x+D(x+2) yy+1) x x+1 x+1 x+2 y y+1 x y+1

- . o L gy _ . 1 1 1.
Tatad katrai n vertibai nepiecieSams atrast atbilstoSo x un y + 1 vértibu. No vienadibas S=1T i1 izsakot x,

y+1
y+1+n

ieglstamx =n Izvélotiesy + 1 = (n — 1)n, ieglstam, kax = n — 1. Lidz ar to

1 1 1 1 n—1 1

;_y+1=n—1_(n—1)n=(n—l)nzﬁ
Takan>1,tady+ 1> xjeby = x, un prasitais ir pieradits visam naturalam n vértibam.

Piezime. Jan ir para skaitlis, tad var izmantoty + 1 = nunx = g
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11.4.

11.5.

Naturalu skait]u virkni (s;) péc parauga ,2016” veido $adi: s; = 2; s, — mazakais naturalais skaitlis, kas lielaks
neka s; un ta pieraksta ir cipars 0; s3 —mazakais naturalais skaitlis, kas lielaks neka s, un ta pieraksta ir cipars 1;
s4 — mazakais naturalais skaitlis, kas lielaks neka s3 un ta pieraksta ir cipars 6. Péc tam meklétie cipari cikliski
atkartojas: 2-0-1-6-2-0-... . Virknes pirmie locekli ir 2; 10; 11; 16; 20; 30; 31; 36; 42; 50.

Vai $aja virkné ir skaitlis a) 2001, b) 20067

Atrisinajums

Pavisam ir Cetru veidu gdjieni: ,2 — 0” (skaitlis satur 2 un mekléjam nakamo skaitli, kas satur 0), ,,0 - 1”,
,1—= 6" un ,6 = 2”. levérojam, ka neviens gdjiens nelauj parlékt no skaitla N uz skaitli, kas ir lielaks
neka N + 10.

Virkné péc izdarita gdjiena “1 — 6” bls kads no skaitliem 1906, 1916, 1926 vai 1936.

Aplikosim, kada ir talaka skaitJu virkne katra no gadijumiem:

62 20 0-1 1-6 62 2-0 0-1 1-6
o 1906 — 1912 — 1920 — 1921 — 1926 — 1927 — 1930 — 1931 — 1936;

6-2 2-0 0-1 1-6
o 1916 — 1920 — 1930 — 1931 — 1936.
Ka redzams, visos gadijumos virkné péc gajiena “1 — 6” ir skaitlis 1936.
Tatad, turpinot virkni, ieglsim

62 2-0 0-1 1-6 62 2-0 0-1 1-6 62 2-0
1936 — 1942 — 1950 — 1951 — 1956 — 1962 — 1970 — 1971 — 1976 — 1982 —

0-1 1-6 6-2 2-0 0-1
- 1990 — 1991 — 1996 — 2000 — 2001 — 2010.
Lidz ar to esam pieradijusi, ka skaitlis 2001 pieder virknei, bet skaitlis 2006 — nepieder.
Pieradit, ka jebkuru trijstari a) ar trim, b) ar diviem nogriezniem var sadalit tris dalas ta, ka katrai no dalam ir
simetrijas ass!
Atrisinajums
a) Novelkot ievilktas rinka linijas radiusus pret visam trim trijstira malam, tas tiek sadalits tris Cetrstliros
(skat. 12. att.). Katram no tiem simetrijas ass ir dota trijstlra bisektrise (12. att. atziméta ar partrauktu liniju).
b) Trijstira ABC garako malu apzimésim ar BC, malu AB un AC viduspunktus — attiecigi D un E (skat. 13. att.).
Attéelojot virsotni A simetriski pret vidusliniju DE, tas projekcija A’ atrodas uz malas BC. Simetrijas dé| trijstari
BDA’ un CEA’ ir vienadsanu — tatad simetrijas ass tajos ir augstums pret pamatu. Cetrstiris ADA’E péc
konstrukcijas ir simetrisks pret DE. Tatad divi meklétie nogriezni ir DA’ un EA’.

12. att.

Piezimes

1) a) gadijuma 3aurlenku trijstiriem der ari apvilktas rinka linijas centrs. Saja gadijuma par tris nogriezniem
izvélas radiusus, kas vilkti uz trijsttra virsotném, bet malu vidusperpendikuli ir simetrijas asis — svarigi, ka
vidusperpendikulu krustpunkts (apvilktas rinka linijas centrs) atrodas trijstlira iekSpuseé.

2) b) gadijuma atrisinajums der ari ka a) gadijuma atrisinajums, ja vienu no nogriezniem sadala divas dalas
(pieméram, izvélas punktu X € DA’ un uzskata nogriezni DA’ par diviem nogriezniem DX un XA').

12.1.

Zinams, ka x, y un z ir tadi naturali skaitli, ka x3y°z® ir naturala skaitla septita pakape. Pieradit, ka ari x°y®z3
ir naturala skaitla septita pakape!
Atrisinajums

Apziméjam x3y>z® =a’, kur a - naturdls skaitlis. Kapinot abas puses ceturtaja pakapé, ieglistam
x12y20724 = 28 |zsakam
7
a?8 a*
x5y673 = _
x7yl4z21 xy?z3
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12.2,

12.3.

12.4.

4 7

) ir naturals. Ja a* nedalitos ar xy?z3, tad varétu izteikt

Skaitlis x°y©z3 ir naturals skaitlis, tapéc ar (

a
xy2z3 xy2z3

7
- - = m -m - - = v P = T
ka nesaisinamu dalu p Bet tad ari v blatu nesalisinama dala, ta¢u tam jabut naturalam skaitlim — pretruna.

Tapéc a* dalas ar xy?z3 un tatad ari x°y°z3 ir naturala skaitla 7. pakape.
Trijstlrm ABC ievilktas rinka lnijas w centrs ir I. Uz malam AB un BC izvéléti attiecigi punkti P un Q t3, ka
PI = QI un PB > (B. Nogrieznis QI krusto w punkta T. Taisne, kas pieskaras w punkta T, krusto malas AB un
BC attiecigi punktos U un V. Pieradit, ka PU = UV 4+ V Q!
Atrisinajums
Apziméjam w pieskarsanas punktus malam AB un BC attiecigi ar E un F (skat. att.). Taka PI = QI un EI = IF,
tad APEI = AQFI péc pazimes kh. Tatad

PE = QF (1)
ka vienadu trijstlru atbilstosas malas.
Ta ka pieskares, kas vilktas no viena punkta pret rinka liniju, ir vienada garuma, tad

UE =UT (2)
Saskaitot (1) un (2) ieglistam, ka PE + UE = UT + QF.
Savukart, QF = QV + VF, tapéc PE + UE =UT + QV +VF. Ta ka VF = VT (pieskares no viena punkta),
tad PE + UE =UT + QV + VT.
Nota, ka PU = PE +UEunUV = UT + VT, izriet PU = UV + VQ.

14. att.

Pieradit, ka vismaz viens no 18 péc kartas sekojoSiem trisciparu skaitliem dalas ar savu ciparu summul!
Atrisinajums

No 18 péc kartas sekojosiem skaitliem viens noteikti dalas ar 18. Pieradisim, ka Sis skaitlis ir meklétais.

Ta ka tas ir trisciparu skaitlis, tad ta ciparu summa var bt 9, 18 vai 27 (jo tai jadalas ar 9). Ta nevar bat 27, jo
vienigais skaitlis, kam ciparu summa ir 27, ir 999, bet tas nedalas ar 18. Tatad ta ciparu summa ir 9 vai 18 un ta
ka skaitlis dalas ar 18, tad tas dalas ar savu ciparu summu.

Divas funkcijas tiek definétas 3adi: f(a) = a? + 3a + 2 un g(b; c) = b? — b + 3c¢? + 3c. Pieradit, ka jebkurai
naturalai a vértibai iesp&jams atrast tadas naturalas b un c vértibas, ka f(a) = g(b; ¢).

Atrisinajums

levérojam, ka f(a) = a?+3a+2 = (a+ 1)(a + 2).

. - o 1.
Ja a ir nepara, tad der vértibas b = ¢ = %, jo tad

g(b;c) = g(b;b) = 4b% +2b = 2b(2b+ 1) = 2 -

+1 +1
a2 .(2.‘12 +1)=(a+1)(a+2)=f(a)

Ja a ir para, tad der vértibas b = % +2unc= %, jo tad

gc+20) =4 +6c+2= e+ D@c+2) = (2-5+1)(2:5+2) = (@+ D@@+2) = f(@

Piezime. Uzdevumu vieglak atrisinat, ja sakuma apliko funkcijas f vértibas dazam a vértibam un atrod tam
atbilstoSo b un ¢ vértbu: f()=g(L;1) =6, [f(2)=g9(3;1)=12, [f(3)=g(2;2)=20,
f(4) = g(4;2) = 30. Péc tam var pamanit, ka nepara a vértibai b = ¢ un apskatit funkciju
g(b;b) = b?> —b +3b% +3b = 4b% + 2b = 2b(2b + 1).
Para a vértibam izpildas b = ¢ + 2, tapéc var apskatit funkciju
glc+2;0)=(c+2)2—(c+2)+3c?+3c=4c?+6c+2=(2c+1)(2c+2).
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12.5. Apliko visus tos funkciju y = x? + px + q grafikus, kuriem ir tris dazadi krustpunkti ar koordinatu asim. Katram
no tiem caur Siem trim krustpunktiem novelk rinka liniju. Pieradit, ka visam Sim rinka Iinijam ir kopigs punkts!
1. atrisinajums
Visam rinka Iinijam ir kopigs punkts (0; 1). Pieradisim to.
Kvadratvienadojuma x2 + px + ¢ = 0 saknes apziméjam ar x; un x,. Ar A un B apziméjam parabolas
krustpunktus ar x asi, ar C — parabolas krustpunktu ar y asi: A(xy;0), B(x5;0) un C(0; q). Apskatisim divus
iespéjamos gadijumus.
1. Jarinka Imijai ar y asiir tikai viens krustpunkts, tas ir, ta pieskaras y asij (skat. 15. att.), tad ACOA~ABOC
péc pazimes ££, jo %COB — kopigs un <0CA = <0BC = 3 AC. Tad
0A 0C X1 q e
OC - 0B > E_x—z = XX, = q°.
P&c Vjeta teorémas x;x, = q, tapéc q = q2. Ta ka C nesakrit ar O (jo tad parabolai ar asim batu tikai
divi krustpunkti), tad vieniga iesp€ja, ka ¢ = 1. Tatad $is rinka linijas iet caur punktu (0; 1).

15. att.

2. Jarinka linijai ar y asi ir divi krustpunkti, tad otru krustpunktu ar y asi apziméjam ar D.
e Ja g€ (—o;0)U(0; 1), tad AAOD~ACOB péc pazimes ¢£, jo «DOA = «BOC =90° un
XADC = XABC ka ievilktie lenki, kas balstas uz viena un ta pasa loka (skat. 16. att.). Tapéc
A0 0D x; OD X1Xy q
—=— > —=— = 0D = =—=1.
oc OB q X q q
e Ja g>1, tad AAOD~ACOB péc pazimes +¢, jo <DOA=<BOC =90° un
XADO = 180° — «CDA = «CBA péc blakuslenku Tpasibas un ipasibas, ka ievilkta Cetrstira pret€jo
lenku summa ir 180° (skat. 17. att.). Tapéc
A0_0D  _xy _OD o w4 _
oc OB q X q q
Ta ka punkts D nevar bit (0; —1), jo tad iegist ieliektu etrstari, kuram nevar apvilkt rinka liniju, tad $is
rinka linijas iet caur punktu (0; 1).
Lidz ar to visam $adam rinka linijam ir kopigs punkts (0; 1).

16. att. 17. att.
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2. atrisinajums. So tris krustpunktu koordinatas ir

_ p /pz _ p /pz _
©;q), >t [T @0 5 740

Noteiksim, kur atrodas rinka linijas, kas iet caur Siem trim punktiem, centrs. Abscisas vértiba ir x =- g. Atliek

noskaidrot ordinatas vértibu. lzmantojot rinka linijas ar centru punktd (a; b) un radiusu r vienadojumu
(x —a)? + (y — b)? = r?, ieglistam
2

P2 p /pz p
r= (O + E) + (C[ - ycentrs)z = _E + Z —q+ E + (0 — ycentrs)z

2 2
p
Z + qZ - ZQYCentrs + YCZentrs = Z —q+ ygentrs
q+1
YVcentrs = T

—1)2 2 —1)2
- (q 41) jebr = VP +(2q 1)
Aplakojam, kads ir attalums no punkta (0; 1) Iidz rinka linijas centram:

2% q+1\* p* (1-¢)°
= (0+l) + (1oL 2 Ao,
(0+ 2) + . R r
Tatad caur punktu (0; 1) iet visas minéta veida rinka linijas.

- 2 . - e +1
Tatadr2 =2 + un rinka lnijas centra koordinatas ir (—S;QT).
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