9.-12. klasei

Nevienadibu pieradisana — pilno kvadratu atdalisana

Teorija un piemeéri, gatavojoties Novada matematikas olimpidadei 2017. gada

Skolas kursa galvenais uzsvars tiek likts uz nevienadibu risinasanu, bet matematikas olimpiadés nevienadibas
ir japierada. Svarigi ir saprast atskiribu starp nevienadibu risinasanu un pieradisanu.

Atrisinat nevienadibu nozimé atrast visus tas atrisinajumus un pieradit, ka citu atrisinajumu nav. Visu
nevienadibas atrisinajumu apvienojumu sauc par $is nevienadibas atrisinajumu kopu.

Pieradit nevienadibu ar vienu vai vairakiem mainigajiem nozimé pamatot, ka nevienadiba ir patiesa pie
jebkuram pielaujamajam mainigo vértibam.

Divas nevienadibas sauc par ekvivalentam, ja tam ir viena un ta pati atrisinajumu kopa.

Biezi vien nevienadibas pierada, izmantojot ekvivalentus parveidojumus. Tadéjadi ieglst nevienadibu, kuras
patiesums ir acimredzams vai viegli noskaidrojams ar elementaru spriedumu palidzibu.

Nevienadibu ekvivalenti parveidojumi

* Nevienadibas kadu pusi aizstaj ar tai identisku izteiksmi.

* Nevienadibas abam pusém pieskaita vienu un to pasu skaitli vai izteiksmi, kas nemaina nevienadibas
definicijas apgabalu.

* Nevienadibas abas puses reizina vai dala ar vienu un to pasu pozitivu skaitli (vai izteiksmi, kas ir
pozitiva visam mainigo vértibam).

* Nevienadibas abas puses reizina vai dala ar vienu un to pasu negativu skaitli (vai izteiksmi, kas ir
negativa visam mainigo vértibam).

* Nevienadibas abas puses kapina kvadrata vai velk kvadratsakni, ja definicijas apgabala dotas
nevienadibas abas puses ir nenegativas.

* Nevienadibas abas puses kapina m-taja pakapé vai velk m-tas pakapes sakni, kur m ir naturals nepara
skaitlis.

* Nevienadibas abas puses kapina m-taja pakapé vai velk m-tas pakapes sakni, kur m ir naturals para
skaitlis un definicijas kopa dotas nevienadibas abas puses ir nenegativas.

Pilno kvadratu atdalisana

Viens no ekvivalento parveidojumu veidiem ir pilno kvadratu atdaliSana. Lai atdalitu pilno kvadratu, izmanto
salsinatas reizinasanas formulas:

 (a+b)?=a?+2ab+b?

« (a—b)? =a?—-2ab+b?

e (a+b+c)®>=a?+b?+c?+2ab+ 2ac + 2bc.

Biezi vien tikai ar formulu izmantoSanu nepietiek, tapéc jaizmanto ari spriedumi. Visbiezak izmantotie ir $adi:
* ja Airalgebriska izteiksme, tad 4% > 0;
* ja Ay, Ay, ..., A, iralgebriskas izteiksmes, tad A2 + A% + --- + A2 > 0;
* ja Ay, A, .., A, ir algebriskas izteiksmes un c;, ¢y, ..., ¢, ir nenegativas izteiksmes, tad
1A% 4+ ¢, A5 + -+ ¢, A% = 0.

Piezime. A? + A3 + -+ A2 = 0 tad untikaitad, jad; = A, = -+ = A4, = 0.
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Uzdevumu piemeri

1. Pieradit nevienadibu x2 + 8x + y? — 2y + 17 > 0.
Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
x2+8x+16+y2—2y+1=>0;
(x2+2-4x+42) + (y> —2y-1+12) > 0;
(x+4)?*+ @y —-1%=0.
Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs, tad pédéjas nevienadibas kreisaja pusé ir divu nenegativu skaitlu
summa, kas art ir nenegativs skaitlis. Tatad pédéja nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti ekvivalenti
parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem x un y.

2. Pieradit nevienadibu x? — xy + y2 > 0.
1. atrisinajums. Reizinam nevienadibas abas puses ar 2 un veicam ekvivalentus parveidojumus:
2x2 — 2xy + 2y? > 0;
(x2=2xy+y>)+x%2+y2>0;
(x—y)?+x2+y2=0.

Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs, tad pédéjas nevienadibas kreisaja pusé ir tris nenegativu skaitlu
summa, kas arT ir nenegativs skaitlis. Tatad pédéja nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti ekvivalenti
parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem x un y.

2. atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:

1 1 3 1\% 3
2 _ 2 _ 2 9. T2 Tu2 — _ - 22
X xy+y (x 2x 2y+4y)+4y (x zy) +4y.

2
Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs, tad (x - %y) =0 un %yz = 0. Divu nenegativu skaitlu summa ir

2
nenegativa, tapéc (x—%y) +%y2 > 0. Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad arT dota

nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem x un y.

3. Pieradit, ka pozitiviem skaitliem a, b un c izpildas nevienadiba a + % > ;—f_z.
Atrisinajums. Abas nevienadibas puses reizinam ar pozitivu izteiksmi a(b + c):
a’(b + c) + be(b + ¢) = 4abc;
a’b + a®c + b?c + bc? — 4abc = 0;
a’b — 2abc + bc? + a%c — 2abc + b%c = 0;
b(a? — 2ac + c?) + c(a? — 2ab + b?) > 0;
b(a—c)?+c(a—b)?=>0.

Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs un b > 0,c >0, tad b(a—c)> >0 un c(a —b)? = 0. Divu
nenegativu skaitlu summa ir nenegativa, tapéc pédeéja iegita nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti
ekvivalenti parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa visiem pozitiviem skaitliem a, b un c.

4. Pieradit, ka 2x* + 1 > 2x3 + x2.
Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
2x*+1-2x3—x2>0;
x*=2x3+x2+x*—-2x2+12>0;
x?(x?=2x+1)+ (x?2-1)? > 0;
x*(x—1)2?+x?2-1?%=>=0.

T3 ka skaitla kvadrats ir nenegativs, tad x2(x — 1)? > 0 un (x? — 1)? > 0. Divu nenegativu skaitju summa
ir nenegativa, tapéc pédeja ieglita nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti ekvivalenti parveidojumi, tad
ari dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem x.
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5. Pieradit, ka x? + 2xy + 3y? + 2x + 6y + 3 > 0.
Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
x24+2xy+y?*+2(x+y) +2y*+ 4y +3 = 0;
((x+y)2+2x+y)+1)+2(%2+2y+1) >0;
(x+y+1)2+2(y+1)2?=0.
Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs, tad (x +y + 1)2 > 0 un 2(y + 1)? > 0. Divu nenegativu skaitu
summa ir nenegativa, tapéc pédéja ieglta nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti ekvivalenti
parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem x un y.
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