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Latvijas 67. matematikas olimpiades 3. posma uzdevumi un atrisinajumi

9.1. Doti 63 dazadi naturali skaitli, kuru summa ir 2017. Atrodiet Sos skaitlus un pamatojiet, ka citu nav!

Atrisinajums. Der skaitli 1, 2, 3, ..., 61, 62, 64. Pieradisim, ka citu nav. Aplikosim 63 mazakos naturalos

skaitlus. To summair1+ 2+ -+ 63 = @ = 2016. Mekléto skaitju summa ir tikai par 1 lielaka —

vienigais veids, ka to ieglt, ir skaitli 63 aizstat ar 64.

9.2. Uz taisnes atlikti punkti P,Q,R un S ta, ka PQ = RS (skat. 1. att.). Nogriezni PQ, RS, PS, QR ir rinku
diametri. Nogrieznis MN ir iekrasotas figlras simetrijas ass. Pieradit, ka iekrasotas figlras laukums ir
vienads ar laukumu rinkim, kura diametrs ir MN.

M

1. att.

Atrisinajums. Nogrieznu MN un QR krustpunktu apziméjam ar O, 0Q = ON = OR = x (ka radiusi) un
PQ = RS = y. Simetrijas dé] OP = 0S = OM = x + y. Aprékinam laukumus:

MN\2 (2x+y)? 1
SMN:(T) = x4y n=%(4x2+4xy+y2)=n(x2+xy+zy2);

2 2

Siekrasotais = %SQR + %SPS - SPQ = %ORZT[ + %0527‘[ - (%) =T (%xz +%(x + y)z - (%) ) =

=7 ze + %xz +xy + %yz - iyz) =7 (xz + xy + iyz).

Tatad esam pieradijusi, ka iekrasotas figuras laukums ir vienads ar laukumu rinkim, kura diametrs ir MN.
9.3. Naturala piecciparu skaitli vienadus ciparus aizstaja ar vienadiem burtiem, bet dazadus ciparus — ar

dazadiem burtiem, un ieguva pierakstu GANGA. Zinams, ka GANGA, dalot ar 7, dod atlikumu A, GANGA,

dalot ar 11, dod atlikumu N, bet GANGA, dalot ar 13, dod atlikumu G, turklat G > A > N. Kads varéja bat

sakotnéjais skaitlis?

Atrisinajums. No t3, ka GANGA, dalot ar 7, dod atlikumu A, GANGA, dalot ar 11, dod atlikumu N, bet

GANGA, dalot ar 13, dod atlikumu G, izriet, ka (GANGA — A) dalas ar 7, (GANGA — N) dalas ar 11 un

(GANGA — G) dalas ar 13.

Parveidojam doto skaitli

GANGA = GA-1000 + N - 100 + GA = 1001 - GA + 100N = 13-11-7 - GA + 100N
Pirmais saskaitamais dalas gan ar 13, ganar 11, gan ar 7.
Lai (GANGA — G) dalitos ar 13, (100N — G) ir jadalas ar 13. levérojot, ka
100N -G =9IN+9N -G =13-7N+9N — G,
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ieglistam, ka (9N — @) jadalas ar 13.
Lidzigi, ar 7 ir jadalas (100N — A). Parveidojot
100N —A =98N +2N —-A=7-14N + 2N — A,

ieglistam, ka (2N — A) jadalas ar 7.
Visbeidzot ar 11 ir jadalas 100N — N = 99N, kas vienmér izpildas.
Ta ka A ir atlikums, kas rodas, skaitli dalot ar 7, tad A < 6, un ta ka A > N, tad lielaka iespéjama N
vértiba ir 5. Apskatisim visus gadijumus.

N ON-G G,Jai(9N—-G):13 2N-A A/ lai(2N—-A):7 GANGA

0 -G 0 (neder, jo N = 0)
2 92192
1 9-G 9 2= 9 (neder, jo G = 9)
2 18—G | 5 4—A |4 54254
3 27 -G 1 (neder, jo G < N)
4 36 -G nav
5 45 -G 6 10 — A | 3 (neder,joA < N)
Tatad sakotnéjais skaitlis varéja bat 54254 vai 92192.
9.4. Pieradit, ka x* — x? — 3x + 4 > 0 visiem redliem x.
Atrisinajums. Veicam ekvivalentus parveidojumus:
(x%)% —2x2 + 1+ x? —2-x-§+2+§> 0;
2 4 4
(x2—1)2+(x—§)2+§> 0
2 4

Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs un % ir pozitivs skaitlis, tad pédéja nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika
veikti ekvivalenti parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem x.

9.5. Katra no bumbinam, kas atrodas kasté, nokrasota viena no N krasam, un uz katras uzrakstits naturals
skaitlis, kas neparsniedz N. Zinams, ka katra no N krasam izmantota vismaz vienu reizi, tapat ari katrs
skaitlis, kas neparsniedz N, izmantots vismaz vienu reizi. Kidam N vértibam kasté noteikti varés atrast N
dazadu krasu bumbinas, uz kuram bis raksttti N dazadi skait/i?

Atrisinajums. Ja N = 1, tad kasté ir vismaz viena bumbina, kas nokrasota vienigaja iespéjamaja krasa un
uz tas uzrakstits skaitlis 1. Tatad vértiba N = 1 der.

Paradisim, ja N = 2, tad vienmér var atrast divas bumbinas, kam izpildas prasitas Tpasibas. lzvélamies
patvaligu bumbinu. Tas krasu apziméjam ar k;, bet skaitli, kas uz tas uzrakstits — ar s;. Ja kasté atrodas
bumbina, kuras krasa ir k, un uz kuras uzrakstits skaitlis s,, tad esam atradusi nepiecieSsamo bumbinu
pari. Apskatisim gadijumu, kad kasté nav bumbina, kuras krasa ir k, un uz kuras uzrakstits skaitlis s,. Ta
ka kasté ir divu dazadu krasu bumbinas, tad kasté ir jabat bumbinai, kuras krasa ir k, un uz kuras uzrakstits
skaitlis s1.Ta ka kasté ir bumbina, uz kuras uzrakstits skaitlis s,, tad kasté ir jabat bumbinai, kuras krasa ir
k4 un uz kuras uzrakstits skaitlis s,. Tatad, kasté ir divas bumbinas, kuru krasas ir k, un k; un uz tam
uzrakstitie skaitli ir attiecigi s; un s,, kas veido nepiecieSamo bumbinu pari.

Pamatosim, ka N nevar bt lielaks ka 2. Tabula paradits piemérs, kura visas uzdevuma minétas Tpasibas
izpildas, bet nevar atrast N dazadu krasu bumbinas, uz kuram uzrakstiti visi skaitli no 1 Iidz N.

Skaitlis sy S, S3 .. Sy
Krasa

kq + 0+ L+

k, +

ks +

ky +



10.1. Dots, ka b un c ir naturdli skaitli un kvadratvienadojuma x? —bx +c =0 realas saknes
ir x; un x,. Pieradt, ka a) x? + x5 + 2017; b) x3 + x3 ir naturals skaitlis!
Atrisinajums. No Vjeta teorémas izriet, ka x; + x, = b un x;x, = c. Tatad gan saknu summa, gan saknu
reizinajums ir naturals skaitlis un abas saknes ir pozitivas.
a) Parveidojam doto izteiksmi:

x2 4+ x2 + 2017 = x2 + 2x1x, + x2 — 2x12x, + 2017 = (x1 + x3)? — 2x1x, + 2017 =
= b% — 2c + 2017
Ta ka naturala skaitla kvadrats ir naturals skaitlis un naturalu skaitlu summa vai starpiba ir vesels skaitlis,
tad b2 — 2c + 2017 ir vesels skaitlis, Iidz ar to x? + x2 + 2017 ariir vesels skaitlis. Nemot véra, ka x? +
x5 + 2017 > 0, secinam, ka x? + x3 + 2017 ir naturals skaitlis.
b) Parveidojam doto izteiksmi:
x4+ x3 = (g +x) (2 + x2) — x1x5 — x2x, = b(b? — 2¢) — x1%, (x5 + x1) =
= b(b? —2c) —cb = b3 — 3bc

Ta ka naturala skaitla kubs ir naturals skaitlis un naturalu skait|u starpiba ir vesels skaitlis, tad b3 — 3bc ir
vesels skaitlis. Ta ka x5 + x5 > 0, tad xJ + x3 ir naturals skaitlis.
Piezime. b) gadijuma var izmantot formulu a3 + b3 = (a + b)(a® — ab + b?).

10.2. Dots pirmskaitlis, kas satur vismaz 4 dazadus ciparus. Pieradit, ka ta ciparus var parkartot cita seciba ta,
lai jauniegutais skaitlis nebltu pirmskaitlis!
Atrisinajums. Ja pirmskaitlis satur kadu no cipariem 0, 2, 4, 5, 6 vai 8, tad, izveidojot skaitli, kur Sis cipars
ir pédéjais, busim ieguvusi skaitli, kas dalas ar 2 vai 5, tatad nav pirmskaitlis. Atliek apltkot gadijumu, kad
pirmskaitlis satur tikai ciparus 1, 3, 7 un 9.
Aplikojam septinus skaitlus x-10*+ 1379, x-10*+ 1397, x-10*+1739, x-10*+ 1793,
x-10% 4+ 1937, x - 10* + 1973, x - 10% + 3719, kur x ir skaitlis, kura pieraksts veidots no atliku$ajiem
dota pirmskaitla cipariem, kas paliek, ja pa vienai reizei izmanto ciparus 1, 3, 7 un 9 (x = 0, ja dotais bija
Cetrciparu skaitlis).
Aplikojam atlikumus, kas rodas dalot $os skaitlus ar 7, turklat uzskatisim, ka, skaitli x - 10* dalot ar 7,
atlikuma iegust y, kury € {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6}.

Skaitlis Atlikums, dalot ar 7

x+10* + 1379 y

x+10* + 1397 y+4
x+10* + 1739 y+3
x-10*+ 1793 y+1
x+10* + 1937 y+5
x+10* + 1973 y+6
x+10* + 3719 y+2

levérojam, ka, neatkarigi no y vértibas, kads no skaitliem dalisies ar 7, tatad nebis pirmskaitlis.
Lidz ar to esam pieradijusi vajadzigo.
10.3. Cetrstiris ABCD ir ievilkts rinka linija w;, bet ABCD malu viduspunkti atrodas uz rinka linijas w.
Pieradit, ka <ABD + «<BDC = 90°.
Atrisinajums. Apzimésim malu AB, BC, CD un DA malu viduspunktus attiecigi ar E, F, G un H (skat.

2. att.). Nogrieznis EF ir trijstira ABC viduslinija, tapéc EF||AC un EF = %AC. Lidzigi, HG ir AACD
viduslinija, tapéc HG||AC un HG = %AC.
No AABD un ABCD lidzigi iegist, ka EH = FG =~ BD un EH||FG.

Tatad cetrstaris EFGH ir paralelograms, jo ta pretéjas malas ir vienadas. Ta ka visas Cetrstlira EFGH
virsotnes atrodas uz rinka linijas w,, tad EFGH ir taisnsturis, no kurienes izriet, ka BD_LAC. Tatad ADOC

3



(punkts O ir AC un BD krustpunkts) ir taisnlenka un <ODC + <0CD = 90° jeb «BDC + <ACD = 90°.
Ta ka <«ABD = <ACD ka ievilktie lenki, kas balstas uz viena un ta pasa loka AD, tad
4BDC + <ABD = 90°.

B Wy w1
E - F
A 0 X6
H G
D
2 att

10.4. Dotas 40 kartites, uz divam no tam uzrakstits skaitlis 1, uz divam — skaitlis 2, ..., uz divam — skaitlis 20.
Kads ir lielakais iespéjamais komplektu skaits, ko vienlaicigi var izveidot no Sim 40 kartitém ta, lai katra
komplekta batu tris kartites, uz kuram uzrakstito skaitlu summa ir 21°?

Atrisinajums. Lielakais komplektu skaits ir astoni, pieméram, (6, 7, 8); (5, 7, 9); (4, 5, 12); (3, 4, 14);
(3,6,12); (2,8, 11); (2, 9, 10); (1, 1, 19).

Pieradisim, ka vairak ka astonus komplektus izveidot nevar. Ja varétu izveidot devinus komplektus, tad
bltu izmantotas 27 kartites un uz tam uzrakstito skaitlu summa bGtu 9 - 21 = 189, bet pati mazaka skait|u

summa, ko var iegut no 27 kartitém, ir

(1+13)-13
2:142:2+2:3+42:13+14=2-(1+2++13) +14=2-————+14=19%,

kas jau ir lielaka neka 189. Tatad devinus komplektus izveidot nevar.

10.5. Sesi thristi bija devusies vairakos celojumos uz seSam valstim, katra celojuma viens tdrists apceloja tiesi

vienu valsti. Ja izvélamies jebkuras tris valstis un jebkurus tris tdristus, tad vismaz viens no viniem ir bijis
celojuma uz kadu no §im valstim. Kads ir mazakais iespéjamais kopé€jais celojumu skaits?
Atrisinajums. Mazakais iespéjamais kopéjais celojumu skaits ir 10. Rakstisim celojumus 6 X 6 tabul3,
rindinas atbildis tdristiem, kolonnas — valstim, ja tdrists ir bijis celojuma uz kadu valsti, tad Saja ratina
liksim krustinu. Pamatosim, ka der tabula paraditais piemérs. Viegli redzét, ka jebkuri 3 taristi ir kopuma
apmekléjusi vismaz 4 valstis, tatad, izvéloties jebkuras 3 valstis, vismaz vienu no tam kads no Siem
tdristiem bUs apmeklgjis.

Valsts

Tarists 3141516
1. X X
2. X X
3. X X
4, X X
5. X
6. X

Pieradisim, ka ar deviniem celojumiem nepietiek. Aplikosim 3 tdristus, kuri ir devuSies vismazak
celojumos. Vispirms pamatosim, ka tie kopa ir devusies ne vairak ka 3 ceJojumos. Ja tie bltu devusies
Cetros celojumos, tad vismaz kads no tiem bitu devies divos celojumos, tatad ari atlikusie 3 tdristi katrs
biltu devusies vismaz divos celojumos (jo més aplikojam tiristus, kas ir celojusi vismazak). Tatad kopégjais
celojumu skaits ir vismaz 4 + 2 - 3 = 10 un iegita pretruna. Lidz ar to ir 3 tdristi, kas kopa ir devusies ne
vairak ka 3 celojumos, tatad tie kopa apmeklIgjusi ne vairak ka 3 valstis. Tapéc ir vismaz 3 valstis, ko neviens
no Siem trim tdristiem nav apmeklgjis, kas ir pretruna ar uzdevuma nosacijumiem.



11.1. Cik ir tadu piecciparu skaitlu, kam katrs nakamais cipars ir lielaks par iepriekséjo?

Atrisinajums. Katru $adu piecciparu skaitli var iegt izsvitrojot 4 ciparus no skaitla 123456789. Ta ka Cetrus
9-8:7°6
4321

ciparus var izvéléties Cq = = 126 veidos, tad ir tieSi 126 $adi piecciparu skaitli.
V5 V7
11.2. Kurs no skaitliem (\/7) un (\/g) ir lielaks?

V5
Atrisinajums. Lielaks ir skaitlis (\/7) . Kapinasim abus skaitlus pakapé 2v5 un pieradisim, ka

(\/g)\ﬁ%/g < (\/7)\/32\@. Tas savukart izriet no t3, ka (\/7)\/5.2\/5 =75=16087, bet
(V)7 = 5¥35 < 56 = 15625.

11.3. Tris rinka Inijas w4, w, un w3 krustojas punkta O. Rinka linijas pa pariem krustojas art punktos

P (w1 un w,), R (w, un w3) un S (w; un ws). Uz w; loka PS, kas nesatur O, izvéléts punkts A4, taisne AP
vélreiz krusto w, punkta B, un taisne AS vélreiz krusto w5 punkta C. Pieradit, ka punkti B, R un C atrodas
uz vienas taisnes!
Atrisinajums. Savienojam punktu R ar B un C (skat. 3. att.), pietiek pieradit, ka <BRC = 180°. Ta ka
ievilkta Cetrstura pretéjo lenku summa ir 180° wun blakuslenku summa ir 180° tad
4BRO = 180° — <BP0O = <APO. Lidzigi ieglist ZCRO = 180° — xCSO = xASO. Tatad
ABRC = «BRO + «CRO = ¥APO + ¥ASO = 180° ka ievilkta Cetrstira pretéjo lenku summa.

3. att.

11.4. Pieradtt, ka no jebkuriem 17 naturaliem skaitliem var izvéléties 9 skaitlus ta, lai to summa dalitos ar 9.
Atrisinajums. Pieradisim, ka no jebkuriem pieciem naturaliem skaitliem var izvéléties tris skait]us ta, ka to
summa dalas ar 3. Skaitli, dalot ar 3, var iegtt atlikumu 0; 1 vai 2.

e Ja starp pieciem dotajiem skaitliem ir tris skaitli, kas dod vienadu atlikumu, dalot ar 3, tad to
summadalasar3,jo0+0+0=0(mod3);1+1+1=0(mod3);2+2+ 2 =0 (mod 3).
e Ja nav tris skaitlu, kas dod vienadu atlikumu, dalot ar 3, tad ir vismaz viens skaitlis no katra
atlikuma veida. So tris skaitju summa dalas ar 3,jo 0 + 1 + 2 = 0 (mod 3).
Izmantojot ieprieks pieradito, no sakotnéjiem 17 skaitliem varam izveidot piecas grupas pa tris skaitliem
ta, lai tajas esoso skaitju summa dalas ar 3. Apziméjam
{a1,a;3,a3}; {by, by, b3}; {c1, ¢, 3} {dy, dy,d3}; {eg, €2, €3}
Skait|us, kurus iegist katras grupas skaitlu summu dalot ar 3, apziméjam attiecigi ar A, B,C,D un E. No
iepriek$ pieradita izriet, ka no Siem pieciem iegutajiem skaitliem var izvéléties tris ta, ka to summa dalas
ar 3. Nezaudegjot visparigumu, pienemsim, ka A + B + C dalas ar 3 jeb
A+ B+ C =3n,

_ oy — = aitaz+a b1+by+b c1+cy+c .-
kur n — naturals skaitlis. Taka 4 = %;B =1 32 3.c=2 32 2, tad ieglstam

a;+a;+az by +by+by citc; ez
3 * 3 * 3 Bl
Reizinot abas vienadibas puses ar 3, ieglstam
a,+a;+az3+by+by+by+c;+c,+c3=9n.
Tatad esam ieguvusi, ka a; + a, + az + by + b, + b3 + ¢; + ¢, + c3 dalas ar 9 un prasitais ir pieradits.

3n.



11.5. Uz rinka linijas atziméti N punkti ta, ka Sie punkti ir regulara N-stiira virsotnes. Spélétaji A un B spélé

sadu spéli: Vini parmainus novelk pa vienai hordai, kas savieno divus atzimétos punktus uz rinka linijas ta,
lai novilkta horda nekrustotos ar agrak novilktajam hordam. Uzvar tas spélétajs, péc kura gajiena no
novilktajam hordam izveidojas trijstlris. KurS spélétajs noteikti var uzvarét, ja A izdara pirmo gajienu un
a) N = 14;b) N = 15?
Atrisinajums. a) Ja N = 14, tad noteikti var uzvarét spélétajs A. Pirmaja gajiena spélétdjam A janovelk
diametrs. Péc katra spélétaja B gajiena spélétajs A parbauda, vai ir iespéjams novilkt hordu t3, lai veidotos
trijstdris. Ja tadu hordu var novilkt, tad spélétajs A to novelk un lidz ar to uzvar. Ja tadu hordu nav
iespéjams novilkt, tad spélétajs A velk hordu, kas ir simetriska spélétaja B tikko novilktajai hordai attieciba
pret pirmaja gajiena novilkto diametru (pieméram, skat. 4. att.). Kamér spélétajs B var novilkt hordu, ari
spélétajs A simetriski attieciba pret novilkto diametru var novilkt hordu. Ta ka iespéjas novilkt hordu ar
katru gajienu samazinas, tad pienaks bridis, kad B novilks hordu t3, ka spélétajs A sava nakamaja gajiena
varés izveidot trijstdri un bis uzvareéjis.

4. att.

b) Ja N = 15, tad noteikti var uzvarét spélétajs B. Ta ka pédgja gajiena tiek novilkta trijstlra tresa mala
(to izdara uzvarétajs) un pirmspédéja gajiena tiek novilkta trijstira otra mala (to izdara zaudétajs), tad, lai
uzvaréetu, spélétaji visa spéles gaita izvairas vilkt tas hordas, kuram kada virsotne sakrit ar jau novilktu
hordu. Tapéc varam analizét $adu spéli: spélétaji velk hordas t3, lai tas nekrustotos un lai neizmantotu ar
novilktajam hordam kopigus galapunktus, tada gadijuma uzvarétajs ir tas, kurs novelk pédéjo sadu hordu.
Neizmantotos punktus jau novilktas hordas sadala vairakas grupas — viena grupa nonak tie punkti, kurus
joprojam var savienot ar hordu. Katra gajiena spélétajs var izvéléties vienu no esoSajam grupam un tajas
esoSos punktus ar hordu sadalit divas grupas. Tas grupas, kuras ir 0 vai 1 punkts, atmetam, jo tas
neiespaido turpmako spéles gaitu.

Pieméram, pirms tiek novilkta horda CE (skat. 5. att.), brivie punkti sadalas grupas: {4, B, H,1}; {C,E,F, G}
(t3 ka punkts D ir viens pats, tad to vienojamies atmest). So poziciju, kad ir divas grupas katra pa 4
neizmantotiem punktiem, apzimésim (4, 4). Tad, kad tiek novilkta horda CE, ieglstam grupas : {A, B, H, I }
un {F, G}. Tatad tiek izdarits gajiens no pozicijas (4, 4) uz poziciju (4, 2), apzZimésim (4,4) - (4,2).

5. att.

Lai pieraditu, ka spélétajs B noteikti var uzvarét, aplukosim visus iespéjamos spélétaja A gajienus no
sakuma pozicijas (15) un katram no Siem gajieniem atradisim atbilstoSu spélétaja B gajienu, kas vinam
nodrosinas uzvaru. Starp 15 punktiem spélétajs A var novilkt hordu septinos dazados veidos, katra no
Siem gadijumiem spélétajs B var turpinat sadi:



(13) - (8,3)
(12) - (5,5)
(11,2) - (8,2)
15 - ¢ (10,3) = (8,3)
9.4 -9
(8,5) = (5,5)
(7,6) - (7,3)
Pamatosim, ka treknraksta izceltas pozicijas ir “uzvarosas”, tas ir, ja $ada pozicija spélétajs nonak, tad vins
sev var nodroSinat uzvaru.
levérosim, ja péc spélétdja B gajiena ir pozicija (m, m), tad spélétajs B var uzvarét, turpmak izdarot
pretinieka gajieniem simetriskus gajienus otra punktu grupa.
Spélétajs A no pozicijas (8,3) un no pozicijas (8,2) hordu var novilkt piecos dazados veidos, katra no
Siem gadijumiem spélétajs B var turpinat $adi:

( (8) - (3,3) ( ®)-(@3,3)
| (6,3)- (3,3) | (6,2) > (2,3)
(8,3) » 5,3) > (@3,3) (8,2) » (5,2) - (2,3)
(4,2,3) - (2,3) (4,2,2) - (2,2)
(3,3,3) > (3,3) (3,3,2) > (3,3)

Pozicija (2, 3) ir uzvarosa spélétajam B, jo no tas var izdarit tiesi divus gajienus.
Spélétajs A no pozicijas (9) un no pozicijas (7, 3) hordu var novilkt ¢etros dazados veidos, katra no Siem
gadijumiem spélétajs B var turpinat $adi:

(D= 23) (D= @23)

6) - (2,2) (6) - (2,2)
) - { (5,2) - (2,2) (7.3) = { (5,2) = (2,2)
(4,3) > (2,3) 4,3) - (2,3)

Lidz ar to esam ieguvusi uzvarosu stratégiju spélétajam B: katra sava gajiena vins$ novelk hordu ta, lai
nonaktu “uzvarosaja” pozicija, kas izcelta treknraksta. Visos gadijumos spélétajs B nonaks pozicija (2, 3)
vai (m, m) un vél péc para skaita gajieniem bis tas, kurs novelk pédéjo hordu, kurai ar jau novilktajam

hordam nav kopigu galapunktu.

12.1. Doti tadi skaitli a, b un ¢, ka a+c = g, turklat neviens no skaitliem a,b,c nav 0. Pieradit, ka
f(x) = ax? + bx + c grafiks noteikti krusto x asi kada intervala [—1; 1] punkta!
Atrisinajums. levérojam, ka funkcijas vértibam f(—1) un f(1) ir dazadas zimes:
f(-D=a-b+c=2-b=-2,
fM)=a+b+c=Z+b="=
Tada gadijuma skaidrs, ka 3aja intervala [—1, 1] funkcijas grafikam ir jakrusto x ass.
12.2. Pieradit, ka \/m + (2 - \/E)\/x—y > x + ¥, jax uny ir reali pozitivi skait]i!
Atrisinajums. Ta ka abas nevienadibas puses ir pozitivas, tad, kapinot kvadrata, ieglistam
x2+y2+2-\m-(2—\/E)\/x—y+(4—4\/§+2)xy2x2+2xy+y2;
2-x2+y%-(2-2)/xy = 4(VZ - Dxy
Izdalot abas nevienadibas puses ar 2\/x_y > 0 un péc tam kapinot abas nevienadibas puses kvadrata (abas
puses ir pozitivas), pakapeniski ieglistam
VxZ+y?-(2-+2) = 2(V2 - 1) /xy;
(x?+y%) - (6 —4V2) > 4(3 — 2V2)xy
Izdalot abas nevienadibas puses ar (6 — 4v2) > 0, ieglistam x? + y? > 2xy jeb (x — y)? > 0.
Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs, tad pédéja nevienadiba ir patiesa. Ta ka tika veikti ekvivalenti
parveidojumi, tad ari dota nevienadiba ir patiesa visiem realiem skaitliem x.
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12.3. Dots taisnsturis ABCD. Uz taisnes BD atlikts punkts E, ta ka D atrodas starp B un E. Uz taisnes EC
atlikts punkts F ta, ka BF ir paraléls AC. Pieradit, ka trijstira BEF laukums ir lielaks neka taisnstira ABCD
laukums!

1. atrisinajums. No punkta F velkam perpendikulu pret taisni BC, $1 perpendikula krustpunktu ar BD
apziméjam ar F' (skat. 6. att.). levérojam, ka <CAD = <FBC ka lenki, kuru malas atrodas uz paralélam
taisném, un <CAD = «CBF' (taisnstlra Tpasiba), tatad <FBC = CBF' un trijstaris FBF' ir vienadsanu,
no ka izriet, ka punkti F un F' ir simetriski attieciba pret taisni BC.

Simetrijas dé] S(BFC) = S(BF'C) un S(ABCD) = 2-S(BFC) + 2 - S(CDF"), Iidz ar to pietiek pieradit,
ka S(CDE) > S(CDF").

Apziméjam LF'CD = «a, tad simetrijas dél 4FCB = <«BCF' =90°—« un
XECD = 180° — «<FCB — «BCF' — «F'CD =180°—-2-(90°—a) —a = a. Lidz ar to
S(CDE) = %CE +CD -sina un S(CDF') = %CF’ -CD-sina, tatad atliek pamatot, ka CE > CF' jeb
CE > CF.Taka BE > BF' = BF un nogrieznis BC ir trijstira EBF bisektrise, tad no bisektrises ipasibas
izriet, ka CE > CF.

E
A D
FI
B Lo
FI
6. att.

2. atrisinajums. Apziméjam AB =CD =a, DE=p, OA=0B=0C=0D =y (kur punkts O ir
diagonalu krustpunkts), BF = x un ¥DBC = <DAC = «<CBF = a (skat. 7. att.). Trijstira BEC augstums
pret BC ir hq, bet trijstira BFC augstums pret BC ir h,.

Tad S(ABCD) = BC - a un S(BEF) = S(BEC) + S(BCF) =3BC - hy +BC - h, = BC - 22,

Tatad nepiecieSams pieradit, ka hy + hy, > 2a.
Ta ka AOEC~ABEF, jo lenki BEF krusto divas paralélas taisnes OC un BF, tad 9F _ ¢ jeb 2y _ Y
BE BF p+2y x
.p¥2y
p+y’
a

No ABCD iegistam, ka sina = CLy —.
BD 2y

lzsakam x =y

Apskatam summu hy + h,:

- i ina = ino = p+2y\ a _  p’tipy+ay?
hi +hy, =2y +p)sina +xsina =2y +p +x)sina = (2y+p +y p+y)2y =a
2 2 2 2
Takap > 0,tad p? > 0un al +4py+42y ap2+4py+4y = 2a, kas ar bija japierada.
2py+2y pT+2py+2y2
pr
A I
) '
O a :hl
y Y |
’ &
BSgq 0~/C
xr hg:
I
F
7. att.



12.4. Naturalu skaitli sauksim par skaistu, ja ta visu naturalo dalitaju summa (ieskaitot 1 un pasu skaitli) ir

nepara skaitlis. Atrast mazako naturalo skaiti k ar ipasSibu: starp jebkuriem patvaligi izveélétiem k skaistiem
skaitliem var izveléties divus dazadus skait|us ta, lai to reizinajums bitu naturala skaitla kvadrats!
Atrisinajums. Mazaka k vertiba ir 3.
levérojam, ka k = 2 neder, jo, pieméram, izvéloties skaistus skaitlus 2 un 9 (dalitaju summa ir attiecigi
14+2=3unl+ 349 =13),toreizinajums 2 -9 = 18 nav naturala skaitla kvadrats.
Pieradisim, ka ar k = 3 pietiek. Jebkuru naturalu skaitli n var izteikt forma n = 2% - v, kur v ir nepara
skaitlis. Skaidrs, ja n ir skaists, tad ar1 v ir skaists, jo visi n nepara dalitaji ir visi v dalitaji, bet para dalitaji
nemaina dalitaju summas paritati. Visi v dalitaji ir nepara skaitli, sadalam tos paros ta, ka viena parTietilpst
v dalitaji, kuru reizinajums ir v. lespé&jami divi gadijumi.

e Ja v nav naturala skaitla kvadrats, tad visus dalitajus Sadi var sadalit paros, tatad to summa ir para
skaitlis, tatad v Sada gadijuma nav skaists.

e Javir naturala skaitla kvadrats, tas ir, v = k2, tad visi dalitaji, iznemot k, sadalas paros. Tatad $3da
gadijuma dalitaju skaits ir nepara skaitlis un to summa ari ir nepara, tatad v ir skaists.

No ta secinam, ka n ir skaists, ja v ir kvadrats.

Ja doti tris skaisti skaitlin, = 2%t - vy, n, = 2%2 - v, un ng = 243 - v5, tad divi no skaitliem uy, u,, us bis
ar vienadu paritati, ja sareizina attiecigos skaistos skaitlus (pienemsim, ka tie ir n; un n,), tad redzams, ka
reizindjums n, - n, = 2¥*%2y v, ir naturala skait|a kvadrats.

12.5. Kada valsti no parlamenta deputatiem ir izveidotas 100 komisijas. Katram deputatam ir pienakums
stradat vismaz viena komisija, tacu deputati drikst stradat ari vairakas komisijas. Deputati par darbu
komisijas katru ménesi sanem atalgojumu péc $ada principa:

e par darbu pirmaja komisija netiek maksats atalgojums;

e pardarbu katra nakamaja komisija tiek maksats par 10 eiro vairak neka par darbu iepriek$éja komisija
(tas ir, par darbu otraja komisija tiek maksati 10 eiro, par darbu tresaja komisija tiek maksati 20 eiro
utt.).

Zinams, ka jebkuram divam dazadam komisijam ir tiesi viens kopigs deputats, kas darbojas tajas abas. Cik
liels ir visu deputatu kopéjais ménesa atalgojums par darbu komisijas?

Atrisinajums. Sanumuréjam deputatus ar numuriem 1, 2, 3, ..., n. Ar k(d) apziméjam visu komisiju skaitu,
kuras strada deputats d. No dota izriet, ka deputats d par darbu komisijas ménesi sanem

10-(0+1+2+ -+ k(d) — 1) = 10 - LQEDD

darbu komisijas ménesi sanem 10 (C,f(l) + C,f(z) +--+ C,g(n)) eiro.

=10- C,f(d) eiro. Lidz ar to visi deputati kopa par

Saskaitisim, cik ir tadu paru {4; B}, ka A un B ir daZadas komisijas:

_100:99

e Ta ka pavisam ir 100 komisijas, tad dazado komisiju paru skaits ir CZy, = = 4950.

2
e Katram Sadam parim atbilst tiesi viens deputats d, kas strada gan 4, gan B, tatad visus komisiju parus
var sadalit n grupas ta, ka katram komisiju parim {4; B} no d-tas grupas, d = 1,2, ..., n, ir kopigs
deputats. Tada gadijuma d-taja grupa ir tiesi C,f(d) komisiju pari (jo no deputata d apmeklétajam
komisijam var izveidot C,f(d) komisiju parus). Ta ka katrs komisiju paris {4; B} pieder tiesi vienai no
S§im n grupam, tad no summas likuma izriet, ka paru {4;B} skaits ir
Coeny + Coy + -+ Ciy.-
Vienu un to pasu lielumu esam saskaitijusi divos dazados veidos, tatad abos gadijumos iegitie skaitli ir
vienadi:
Ciy + Ciczy + -+ Cimy = 4950.
Lidz ar to esam ieguvusi, ka visi parlamenta deputati kopa par darbu komisijas ménesi sanem
10 (Ciy + Ciczy + - + Ciny) = 49500 eiro.



