Baltijas Cela atlases 2024 atrisinajumi

l.uzdevums Vai eksiste 2025 no nulles atskirigi skaitli aq, ao, . . . , as024, @2025 ar 1pasibu,
ka asges = a; un
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Atrisinajums. Vispirms ieverosim, ka
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jo pec dota asges = a1. Ta ka 22024 1 = 2024, tad doto izteiksmi var parveidot sekojosi
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Ta ka reala skaitla kvadrats ir nenegativs, tad secinam, ka
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visiem 1 <17 < 2024. Izmantojot iegiito sakaribu, varam iegit, ka
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visiem 1 <1 < 2024, kur asgeg = a9 un asgey = az. Lidz ar to
a1 = Aq = -+ = A2023 = A2026 = A2 = Q5 = *** = 42024 = Ag027 = A3 = Ag = * ** = UA2022

Citiem vardiem sakot, visi skaitli ay, as, ..., a4, 225 ir vienadi sava starpa. Pienemsim, ka
tie visi ir vienadi ar a. Ieverosim, ka tada gadijuma izpildas

1
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tacu §1m vienadojumam nav realu saknu, Iidz ar to neeksiste tadi skaitli aq, as, . .., asg24, @225,
kas apmierina uzdevuma nosacijumus.



2.uzdevums Atrast lielako naturalo skaitli k&, kuram var atrast naturalu skaitli n un
tadu n-tas pakapes polinomu ar realiem koeficientiem P(z), ka polinomam z*P(x)+1 ir
k + n dazadas realas saknes.

Atrisinajums. Pienemsim, ka kadam k£ izpildas uzdevuma nosacijums. Apzimésim polinoma
78 P(z) + 1 saknes ar x1, 2o, . . ., Tpyn. leverojam, ka polinoma x*P(x) + 1 brivais koeficients ir
1 un visiem 1 < 7 < k koeficients pie z° ir vienads ar nulli.

Ja k > 3, tad no Vjeta teoremas izriet, ka
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Kapinot pirmas vienadibas abas puses kvadrata, ieguisim, ka
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Taka Y cicjchin 7r; = 0, tad secinam, ka
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Ieverosim, ka realo skaitlu kvadratu summa ir nenegativa, tapec secinam, ka :%2 = 0 visiem

k3

1 <1 < k+ n, kas nav iespejams.
Lidz ar to k < 2. leverojam, ka pie n = 1 un P(z) = 2z — 5, polinomam
2?2 —5)+ 1= (20— 1)(2* — 22 — 1)
ir n + 2 = 3 dazadas realas saknes %, 1+ 2,1 — /2. Esam pieradijusi, ka k£ < 2 un atradusi

piemeru pie k = 2, kas apmierina uzdevuma nosacijumu, tapec k£ = 2 ir lielakais naturals
skaitlis, kuram izpildas uzdevuma prasita 1pasiba.



3.uzdevums Atrast visas funkcijas f: R — R, kuram visiem realiem skaitliem x un
visiem polinomiem P ar realiem koeficientiem izpildas apgalvojums: ja P(f(z)) = 0, tad

f(P(x)) = 0.

Atrisinajums. Ieverosim, ka f(x) = 0 visiem realiem skaitliem z apmierina uzdevuma
nosacijumus, jo tad f(P(x)) = 0 visiem realiem skaitliem x (tai skaita tiem, kuriem P(f(z)) =
0). Pienemsim, ka eksiste cita funkcija, kas apmierina uzdevuma nosactjumus.

Apgalvojums. Ja f(zg) = 0 kaut kadam realam skaitlim z, tad zo = 0.

Pieradijums. Pienemsim, ka eksiste reals skaitlis zy ar 1pasibu, ka f(zg) = 0 un zy # 0.
Aplukosim polinomu P(z) = kx, kur k ir patvaliga konstante. Ieverosim, ka P(f(x¢)) =
P(0) = 0, tapec f(P(zo)) = f(kxo) = 0. Skaitlim k izejot cauri visiem realo skaitlu kopa,
skaitlis kxq arl iziet cauri visiem realo skaitlu kopu, tapéc secinam, ka f(x) = 0 visiem realiem
skaitliem z, kas ir atrisinajums, ko mes apliikojam ieprieks. Lidz ar to secinam, ka xy = 0, kas
ar1 bija japierada.

Katram realam skaitlim a aplukosim polinomu P(z) = x — f(a). leverosim, ka P(f(a)) =
f(a) = f(a) = 0, tapec f(P(a)) = f(a — f(a)) = 0. No apgalvojuma izriet, ka a — f(a) = 0,
kas nozime,k a f(a) = a katram realam skaitlim a. Viegli parbaudit, ka §1 funkcija apmierina
uzdevuma nosactjumus, jo ja P(f(z)) = P(z) =0, tad f(P(z)) = P(x) = 0.



4.uzdevums Dots naturals skaitlis n > 2 un pozitivi reali skaitli aq, ao,...,a,, kuru
summa ir vienada ar 1. Apzimesim ar b skaitli a; + 2as + ... + na,. Pieradit, ka

> (i—j)ama; < (n—b)(b—1).

1<i<j<n

Atrisinajums. No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka a; + as + ...+ a,, = 1, tapec

n—b=n(lay+ay+...+a,) — (a1 +2a2+ ...+ na,) =
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Lidzigi varam iegiit, ka
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Lidz ar to
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legtitaja izteiksme apskatisim koeficientu pie a;a; kadiem 1 < ¢ < j < n. leverojam, ka tas biis
vienads ar koeficientu pie a; pirmaja ickava reiz koeficients pie a; otraja iekava plus koeficients
pie a; pirmaja iekava reiz koeficients pie a; otraja iekava. Tatad
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Saskaitot §1s abas nevienadibas iegusim, ka
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Lidz ar to
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kas ar1 bija japierada.



5.uzdevums No vienadmalu trijsturiem ar malas garumu 1 ir salikts vienadmalu
trijsturis ar malas garumu n. Gliemezis Turbo, rapojot tikai pa dotajiem nogriezniem,
velas apmeklet katru no ("H)QM liela trijstira virsotnem tiesi vienu reizi. Kads ir
mazakais iespejamais pagriezienu skaits, kas Turbo ir javeic sava cela?

Piemeérs. Dotaja attela ir redzams cels ar 9 pagriezieniem, kas veikts trijsturl ar
malas garumu 4.

Atrisinajums. Vispirms pieradisim, ka Turbo var apmeklet katru no liela trijstura virsotnem,
veicot tiesi n pagriezienus: Turbo sak jebkura liela trijstiira virsotne un turpina celu taisna linija
lidz pedejai neapmekletajai virsotnei, tad pagriezas un turpina kustibu lidz visas virsotnes ir
apmekletas. Zemak ir paradits piemers gadijumam, kad n = 6.

AN A\

Pieradisim, ka Sada stratégija strada visiem n, izmantojot matematisko indukciju. Bazes
gadijums n = 1 ir trivials. Pienemsim, ka Turbo var apmeklet visas virsotnes, veicot n — 1
pagriezienus trijsturt ar malas garumu n — 1. Apskatisim trijsturi ar malas garumu n. Veicot
pirmo soli, Turbo "nogriez” vienu no originala trijstira malam un apmeklé visas virsotnes uz
tas taisnes. Peéc pirma pagrieziena Turbo atlikusas virsotnes ir izvietotas trijsturl ar malas
garumu n — 1 un uzsakot kustibu péc pagrieziena Turbo atradisies viena no liela trijstira vir-
sotnem. Pec indukcijas pienemuma, Turbo var apmeklet visas $1 trijstura virsotnes ar n — 1
pagriezieniem, tapec kope€jais pagriezienu skaits bus tiesi n.

Mums atliek pieradit, ka Turbo nevar apmekléet katru no virsotnem, veicot mazak par n pa-
griezieniem. Ta ka virziena mainu skaits ir par vienu mazaks neka segmentu skaits, kas veido
celu, pieradisim specigaku apgalvojumu: jebkura taisnu kopa, kas parklaj visas virsotnes, sastav
vismaz no n + 1 taisnem.

Pieradisim So apgalvojumu, izmantojot matematisko indukciju. Bazes gadijums n = 1 ir
trivials. Apskatisim liela trijstura malu ar garumu n. Ieverosim, ka uz $is malas atrodas n + 1
virsotne. Ja katra taisne ietver ne vairak ka vienu no §is malas virsotném, tad ir jaizmanto
vismaz n + 1 taisne, lai ietvertu visas §is malas virsotnes. Tacu, ja kada taisne iet caur vismaz
divam no §is malas virsotnem, tad &1 taisne neietver nevienu no trijstira ar malas garumu n — 1
virsotnem. Péc indukcijas pienemuma trijstirim ar malas garumu n — 1 nepiecieSamas vismaz
n taisnes, tapec jebkura gadijuma kopuma ir nepiecieSamas vismaz n + 1 taisne.



6.uzdevums Uz realo skaitlu ass atrodas m nogriezni. Katram nogrieznim abi gala-
punkti pieder veselo skaitlu kopai {1,2,...,2024} un visi nogriezni ir dazada garuma.
Neviens nogrieznis pilniba neatrodas cita nogriezna iekspuse, tacu nogriezni var daleji
parklaties. Kada ir lielaka iespejama m vertiba?

Atrisinajums. leverosim, ka ja kadiem diviem nogriezniem sakrit viens no galapunktiem,
tad viens no nogriezniem pilniba atrodas cita nogriezni. Lidz ar to, lai izpilditos uzdevuma
nosacijums, visiem nogrieznu vienadas puses galapunktiem jabut atskirigiem.

Ta ka nogrieznu skaits ir galigs, tad apskatisim garako nogriezni. Pienemsim, ka garaka no-
griezna kreisais galapunkts atrodas skaitli L un labais galapunkts atrodas skaitli R. Visiem
nogriezniem ir dazadi garumi, tapec garaka nogriezna garums biis vismaz m, kas nozime, ka
R—L>m.

Ja kada nogriezna kreisais galapunkts atrodas skaitli L vai pa labi no ta un ta labais galapunkts
atrastos pa kreisi no skaitla R, tad tas pilniba atrastos garakaja nogriezni, kas ir pretruna
ar uzdevuma nosacijumiem, lidz ar to ta labajam galapunktam jabtut pa labi no skaitla R.
Analogiski, ja kada nogriezna labais galapunkts atrodas skaitli R vai pa kreisi no ta, tad ta
kreisajam galapunktam jabtut pa kreisi no skaitla L.

Tas nozime, ka visiem nogriezniem iznemot garako vai nu kreisais galapunkts atrodas pa kreisi
no L, lidz ar ko pastav ne vairak ka L — 1 sadi nogriezni, vai nu ta labais galapunkts atrodas
pa labi no R, lidz ar ko pastav ne vairak ka 2024 — R sadi nogriezni. No ta var secinat, ka
kopuma nogrieznu skaits nav lielaks par (L —1)+ (2024 — R)+1 = 2024 — (R— L) < 2024 —m.
Lidz ar to m < 2024 — m, kas nozime, ka m < 1012.

Atliek paradit, ka var atrast 1012 tadus nogrieznus, kas apmierinatu uzdevuma nosacijumus. To
var panakt pagemot 1012 nogrieznus ar galapunktiem skaitlos £ un 2k, kur 1 < k£ < 1012. Viegli
parliecinaties, ka tads nogrieznu novietojums patiesam apmierina uzdevuma nosacijumus.



7.uzdevums Maris un Filips spele speli uz 100 x 100 rutinu laukumu, viens pec otra
veicot gajienus, Maris sak pirmais. Sakotneji laukums ir tukss. Sava gajiena speletajs
izvelas veselu skaitli no 1 Iidz 1002, kas vel nav uzrakstits neviena no riitinam un tuksu
rittinu un ieraksta izveleto skaitli taja. Kad tukso rtuitinu vairs nav, Maris aprekina skaitlu
summu katra rinda un vina rezultats ir lielakais no Siem 100 skaitliem. Savukart Filips
aprekina skaitlu summu katra kolonna un vina rezultats ir lielakais no Siem 100 skaitliem.
Maris uzvar, ja vina rezultats ir lielaks neka Filipa rezultats, savukart Filips uzvar, ja
vina rezultats ir lielaks neka Mara rezultats, bet, ja abi rezultati ir vienadi, tad neviens
speletajs neuzvar. Kurs speletajs (ja tads ir) var, pareizi spelejot, uzvaréet neatkarigi no
otra speletaja gajieniem?

Atrisinajums. Pieradisim, ka Filips vienmer var uzvaret. Sadalisim laukumu horizontalos
2 x 1 taisnsturos. Apzimesim pirmas rindas pirmos divus 2 x 1 taisnsturus ar A un B. Filips
veiks gajienus atbilstosi sadai strategijai

e Ja Maris ievieto skaitli « taisnstiirT A, tad Filips ievieto skaitli 1002 + 1 — z taisnstiirT B.
e Ja Maris ievieto skaitli = taisnsttri B, tad Filips ievieto skaitli 100% + 1 — z taisnstiirT A.

e Ja Maris ievieto skaitli x kada cita taisnstiir1, tad Filips ievieto skaitli 100? + 1 —  taja
pasa taisnsturl.

Ieverosim, ka Filips vienmer var veikt gajienu, jo skaitliem z un 100*+ 1 — z ir dazada paritate,
tapec x # 100% +1 —x jebkuram Mara izveletam skaitlim x. Speles beigas visos taisnstiiros, kas
ir atskirigi no A un B, skaitlu summa biis vienada ar 100 + 1 un skaitlu summa taisnstiiros A
un B ir 2-(1002+1). Tas nozime, ka speles beigas skaitlu summa katra rinda biis 50- (100%+ 1),
lidz ar to Mara rezultats biis 50 - (100? + 1) neatkarigi no vina strategijas.

Pienemsim, ka Filips neuzvar, tad katra rinda un katra kolonna uzrakstito skaitlu summa
ir 50+ (100? +1). Teverosim, ka skaitlu summa taisnstirT A nevar but vienada ar skaitlu summu
taisnstiirl B, jo citadi tiem abiem jabiit vienadiem ar 1002+ 1, kas nav iespé&jams, jo ja viens no
skaitliem taisnstiirl A ir , tad otrajam skaitlim taisnstiirm A jabiit 100% +1 — z, kas jau atrodas
taisnsturt B. Lidz ar to, nezaudejot visparigumu, pienemsim, ka skaitlu summa taisnsturt A ir
lielaka par 100% 4+ 1. Ta ka visu pargjo taisnstiiru skaitlu summa ir vienada ar 100* + 1, tad
pirmo divu kolonu summa bis lielaka par 100-(100?+1). Lidz ar to pec Dirihle principa pastav
kolona ar skaitlu summu lielako par 50 - (100% + 1), kas ir pretruna. Secinam, ka Filips uzvar.



8.uzdevums Karalvalst1ir n pilsetas un dazas no tam ir savienotas ar celu sava starpa.
Zinams, ka starp katram divam pilsetam ir ne vairak ka viens cels un kopegjais celu
skaits karalvalst ir lielaks neka ”7’“, kur £ ir naturals skaitlis. Paradiet, ka pastav k + 2
atskirigas pilsetas C, Cy, ..., Cy 9 ar pasSibu, ka starp pilsetam C; un C;; ir cel§ visiem
1=1,2,...,k+1.

Atrisinajums. Aplukosim grafu, kura virsotnes ir pilsetas un skautnes ir celi starp pilsetam.
Lai atrisinatu uzdevumu izmantosim indukciju pec virsotnu skaita ar bazes gadijumiem n = 2
un n = 3. Bazes pieradijums ir trivials. Ta ka pieradijuma izmantota indukcija, grafu var
uzskatit par saistito, jo gadijuma, ja tas nav saistits, analogiski argumenti izpildas saistibas
komponentem. Apskatisim grafu G ar n virsotnem.

Ja k =1, tad kopejs skautnu skaits grafa ir lielaks neka 7. Ta ka dubultots skautnu skaits ir
vienads ar grafa virsotnu pakapju summa, tad visa grafa virsotnu pakapju summa ir vismaz
n+ 1, kas nozime, ka eksiste virsotne ar pakapi vismaz 2. ST virsotne un 2 virsotnes, ar kuram
ta ir savienota, veido celu ar garumu 3.

Ja k = 2, tad G satur ciklu, jo maksimalais iespejamais Skautnu skaits grafa bez cikliem ir
n—1. Lidz ar to vienmer vares atrast virsotni C', savienoto ar ciklu ar skautni. Cikla minimalais
garums ir 3, kopa ar C virsotni cela garums bius vismaz 4. Paliek apskatit gadijumu, kad k& > 3.

Apzimesim virsotnes v pakapi ar d(v), bet grafa G virsotyu skaitu ar e(G). Virsotnei v, grafs
G — {v} apmierinas indukcijas pienemumu, tad un tikai tad, ja e(G) — d(v) > @ Saja
gadijuma pec indukcijas pienémuma, grafa G — {v} varés atrast celu ar garumu vismaz k + 2.

Paliek apskatit gadijumu, kad e(G) — d(v) < [(n — 1)k/2| visam grafa virsotnem v. Péc
uzdevuma nosactjuma e(G) > %, tapec

d(v) > [nk/2] +1— |(n—1)k/2] > (k+1)/2

Apskatisim grafa G garako celu vy, vy, ve, . .., v;. leverosim, ka t > 2, jo preteja gadijuma katras
virsotnes pakape neparsniedz 1. Ja grafa pastav skautne vgv;, virsotnes vy, vy, . .., v; veido ciklu.

Ieverosim, ka ja grafa eksiste cikls ar garumu ¢, tad ir iespejami atrast celu ar garumu ¢+ 1. Ja
tas ta nebutu, tad pienemsim, ka cikls neietver visas G virsotnes. Ta ka G ir saistits, vienmer
pastav virsotne, savienota ar So ciklu, radot garaku celu, kas ir pretruna. Lidz ar to, ja grafa
grafa pastav skautne vgvy, tad t +1 = n. leverosim, ka tada gadijuma grafa ir ne vairak ka
(tﬂ) = (") skautnes, bet ta ka katras virsotnes pakape ir vismaz %, tad

2 2
<t+1)zw — t>k+1

2 2
Ja skautne vov; grafa nepastav, tad visas virsotnes, kas ir savienotas ar vg, pieder {vy, va, ..., v4_1},
jo preteja gadijuma vy, vy, v, . .., v, nav garakais cel§ grafa. leverosim, ka v ir savienota ar vy,

kuras pakape d(vg) > (k+1)/2, tapec starp {vg, vs, ..., 01} ir vismaz (k — 1)/2 virsotnes, kas
ir savienotas ar vy. leverosim, ka ja virsotne vy ir savienota ar virsotni v,, tad virsotne v,_;
nav savienota ar virsotni v, jo preteja gadijuma rodas cikls ar garumu

Vo, U1y -+ o5 Up—1, Vg, UVg—15 - - -, Up41, Up,; Vo



ar garumu t, lIidz ar to grafa eksistes cels ar garumu ¢+ 1 (to pieradijam ieprieks).Ta ka vy nevar
but savienota ne ar vienu virsotni arpus vg, v1, Vs, ..., U;_1 un ar virsotnem, kas ir pa kreisi no
vp kaiminiem, tad d(v;) < ((t —2) — %51). Bet

1 1 —1
(k; ) (’“; )§<(t—2)—kT)+1 ikt

d(v) >

kas ar1 bija japierada.



9.uzdevums Dots saurlenku trijsturis ABC, kura ir novilkts augstums AD. Punkti X
un Y izveleti trijstura iekspuse ta, ka ZBXA+/ZACB = 180° un ZCY A+/ZABC = 180°,
kaart CD+AY = BD+ AX. Punkts M ir izvelets uz stara BX ta, ka punkts X atrodas
uz nogriezna BM un XM = AC, savukart punkts N ir uz stara C'Y ta, ka punkts Y
atrodas uz nogriezna CN un YN = AB. Pieradit, ka AM = AN.

A

B D C

Atrisinajums. No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka AX — CD = AY — BD. Atliksim uz
nogriezniem AX un AY attiecigi punktus F un F' ta, ka XE = CD un YF = BD. Tad

AE =AX —XE=AX-CD =AY —BD =AY —YF = AF

No uzdevuma nosacijumiem ari seko, ka ZACD = LZACB = 180° — /BXA = /ZMXEFE un
/ABD = ZABC = 180°—ZCY A = ZNY F. Esam ieguvusi, ka ZACD = /MXFE, XE =CD
un XM = AC, kas nozime, ka trijsturi AC'D un M X F ir vienadi péc pazimes mim. Analogiski
varam iegtt, ka trijsturi ABD un NY F' ir vienadi.

Secinam, ka ZXFEM = ZYFN = 90° un EM = FN ka vienados trijstiros atbilstosie ele-
menti. Lidz ar to no Pitagora teoremas izriet, ka

AM? = AE?> + EM? = AF? + FN? = AN? — AM = AN,

kas ar1 bija japierada.
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10.uzdevums Dots vienadsanu trijsturis ABC, kuram AB = AC. Ar w apzimésim
rinka Imiju ar centru punkta A un radiusu AB. Trijstura ABC augstums un mediana,
kas vilkti no virsotnes B, krusto w punktos H un G. Taisne GH krusto taisni AC punkta
X. Pieradit, ka punkts C' ir nogriezna AX viduspunkts.

Atrisinajums. Ar D un E apzimesim taisnes AC' krustpunktus attiecigi ar w un taisni BH,
un ar M apzimesim nogrieznu AC' un BG krustpunktu. Ta ka AB = AH ka radiusi, tad
trijsturis ABH ir vienadsanu, kas nozime, ka ZDAB = ZDAH = %ABAH. leverojam ari, ka
/BAH = 2/BGH ka centra lenkis. Lidz ar to

LMGH = ZBGH = %ZBAH =/DAH =180° — LM AH,

kas nozime, ka ap cetrstiri AM G H var apvilkt rinka Itiju. No uzdevuma nosacijumiem izriet,
ka ap cetrsturi BCGH var apvilkt rinka Imiju, tapec no punkta pakapes izriet, ka

XM -XA=XG-XH=XC-XFE
Apzimesim ar r rinka linijas w radiusu. Tada gadijuma
XM -XA=XC -XFE

<X0+f) : (XC+r) = XC - (XC +2r)

2
g Jr r? 9
XC +5~XC+5:XC’ +2r- XC
r r
7 =3 X¢
r=XC
AC = XC,

kas nozime, ka punkts C' ir nogriezna AX viduspunkts, kas art bija japierada.
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11.uzdevums Punkts X atrodas taisnstura ABCD iekSpuse. Lenku ZDAX un
/CBX bisektrises krustojas punkta P. Punkts Q izvelets ta, ka ZQAP = ZQBP = 90°.
Pieradit, ka PX = QX.

Atrisinajums. Apzimesim /PAD = /PAX =aun /ZPBC = Z/PBX = (3. leverosim, ka
LQAB = LQAP — /BAP =90° — (/BAD — ZPAD) = 90° — (90° — «) = «v

Lidzigi varam iegut, ka ZQBA = 3. Ta ka LZQAP = ZQBP = 90°, tad ap cetrsturi APBQ
var apvilkt rinka liniju ar diametru PQ). Ar O apzimesim §is rinka Inijas centru. leverosim,
ka punkts O ir nogriezna P() viduspunkts.

Apgalvojums. Ap cetrsturi AXOB var apvilkt rinka Iniju.
Pieradijums. No centra lenka ipasibas izriet, ka ZQOA = 2ZQBA = 28 un ZBOQ =
2/QAB = 2a, Iidz ar to

ZAOB = ZQOA + ZBOQ = 2a + 28

Taka ABCD ir taisnsturis, tad ZBAX = 90°—2a un ZABX = 90°—24. Secinam no trijstura
AXB lenku summas, ka

ZAXB =180° — ZXAB — ZXBA = 180° — (90° — 2a) — (90° — 28) = 2a + 23 = 2/AOB

Lidz ar to ap cetrsturi AXOB var apvilkt rinka Iiju, kas ar1 bija japierada.

Ieverosim, ka ta ka ap cetrsturi AXOB var apvilkt rinka liniju, tad

/BAX + /BOX = 180°
90° — 2a + ZX0Q + ZBOQ = 180°
90° — 20 + /X0Q + 2 = 180°
/X0Q = 90°

Tas nozime, ka X O ir gan mediana, gan augstums trijsturi PX ), Iidz ar to tas ir vienadsanu
trijsturis, kas nozime, ka PX = QX.
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12.uzdevums Dots vienadsanu trijsturis ABC, kuram AC = AB. Punkti £ un F
atrodas attiecigi uz malam AC, AB ar 1pasibu, ka AE = BF. Punkti D un A atrodas
viena un taja pasa pusplakne attieciba pret taisni EF un ADFE ~ AABC. Taisnes
EF un BC krustojas punkta K. Pieradit, ka taisne DK ir trijsturim ABC apvilktas
rinka Imijas pieskare.

Atrisinajums. Ta ka ADFE ~ NABC, tad /FDE = /BAC = /ZFAE, kas nozime, ka
ap Cetrsturi ADF'E var apvilkt rinka Imiju. Ar X apzimesim ap cetrsturi ADFE un trijsturi
ABC apvilkto rinka Imiju krustpunktu.

Apgalvojums. Punkti D, X, K atrodas uz vienas taisnes.
Pieradijums. Ta ka ap cetrsturiem AX BC' un AX FFE var apvilkt rinka linijas, tad

LXBK = /XAC = /ZXAFE = /XFK,

kas nozime, ka ap cetrsturi BF XK var apvilkt rinka Imiju. Secinam, ka /K XF = ZABC.
Taka ADFE ~ AABC un ap cetrsturi DEF X var apvilkt rinka Imiju, tad

/ABC = LZACB = /DEF =180° — ZDXF
Lidz ar to
LKXF =/ABC =180° — /DXF — /KXF+ /Z/DXF = 180°,

kas nozime, ka punkti D, X, K atrodas uz vienas taisnes, kas ar1 bija japierada.

Apgalvojums. Taisne DK pieskaras punkta X trijstura ABC apvilktai rinka Iijai.
Pieradijums. Ieverosim, ka

LXBF =/XBA=/XCA=/XCFE
/ZBFX =180° — ZXFA=180°— LZXFA=/ZCEX

Tas nozime, ka ABFX ~ ACFEX pec pazimes [l. Tada gadijjuma
BF CE . AE  AF . AE FX
FX EX FX EX AF  EX
13



ka lidzigos trijsturos atbilstosie elementi. Ta ka /ZEXF = ZFEAF, tad AFXE ~ ANEAF pec
pazimes mlm. Nemot vera to, ka Siem diviem trijsturiem viens attiecigo malu paris sakrit, tad
sie divi trijsturi ir vienadi. Lidz ar to AE = X F, tapec AX || EF, jo ap cetrsturi AEFX var
apvilkt rinka Imiju. Tas nozime, ka

/KXB=/KFB=/AFF =/FAX = /BAX,

kas nozime, ka taisne K X pieskaras trijstura ABC apvilktas rinka Iinijas, kas ar1 bija japierada.
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13.uzdevums Dota funkcija f : N — N, kurai n dalas ar f(n) visiem naturaliem n un
visiem naturaliem skaitliem m un n izpildas

MKD(nf (n?), f(m?)) = nf (mn).
Atrodiet izteiksmes f(2024) lielako iespejamo vertibu.

Piezime.  Ar MKD(a,b) apzime skaitlu a,b mazako kopigo dalamo. Piemeéram,
MKD(15,21) = 105.

Atrisinajums. Apzimeésim doto vienadibu ar P(n,m). Ta ka katram naturalam skaitlim n
skaitlis f(n) dala skaitli n, tad f(1) = 1, jo vieniniekam ir tikai viens dalitajs. Aplukosim
P(n,1)

Lidz ar to vienadibu P(n,m) meés varam parrakstit ka
MKD(nf(n), f(m)) = nf(mn).

Apgalvojums. Visiem naturaliem skaitliem n, k izpildas f(n*) = f(n).
Pieradijums. Pieradisim prasito, izmantojot matematisko indukciju pa k. Ieverosim, ka baze
prieks k = 2 mums jau ir pieradita. Piepemsim, ka f(n*) = f(n), tad no P(n,n*) izriet, ka

MKD(nf(n), f(n*)) = nf(n**")
MKD(nf(n), f(n) = nf(n**")
nf(n) =nf(n*1)

f(n) = f(n*)

No matematiskas indukcijas principa izriet, ka prasitais ir pieradits.

Apgalvojums. Ja LKD(a,b) =1, tad f(ab) = f(a)f(b).

Pieradijums. Aplukosim naturalus skaitlus a, b ar ipasibu, ka LKD(a,b) = 1. leverosim, ka,
tada gadijuma LKD(f(a), f(b)) = 1, jo preteja gadijuma eksisté pirmskaitlis p ar 1pasibu, ka
p | f(a) un p | f(b). Tacu no uzdevuma nosacijumiem izriet, ka p | f(a) | a un p | f(b) | b,
kas ir pretruna ar to, ka LKD(a,b) = 1. leverosim, ka no lidziga argumenta izriet ari, ka
LKD(a, f(b)) = 1, kas nozime, ka LKD(af(a), f(b)) = 1. Tada gadijuma no P(a,b) iegustam,
ka

kas ar1 bija japierada.
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Izteiksim skaitli n forma n = p* - p3? - - pp*, kur visi py, po, ..., px ir dazadi pirmskaitli. No
iegtitajiem apgalvojumiem izriet, ka

f(n) = fO0 - p5% - p*) = F(O0) - F(05°) -~ F(0R") = fp1) - f(p2) -+~ f(pr)
Ta ka f(p;) | pi, tad secinam, ka f(p;) € {1,p;} visiem 1 <i < k. Lidz ar to
F(2024) = £(2° - 11-23) = f(2)- f(11)- f(23) < 2-11-23 = 506

Atliek pieradit, ka eksisté funkcija, kas apmierina uzdevuma nosacijumus un kurai f(2024) =
506. Aplikosim funkciju

n ja n ir pirmskaitlis

f(n) :{ [, f(p) citadi
leverosim, ka f(n) | n un

MKD(nf(n?). fm*) =n- | [ f@) ) =n-| [I F@ |=nflmn).

p|n? vai p|m? p|n vai p|m
kas nozime, ka funkcija apmierina uzdevuma nosacijumus. Ta ka
f(2024) = f(2) - f(11) - f(23) =211 -23 = 506,

tad secinam, ka 506 ir lielaka iespejama skaitla f(2024) vertiba.
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14.uzdevums Ar S(z) apzimésim naturala skaitla x ciparu summu. Pieradit, ka ka-

tram naturalam skaitlim n eksiste tads naturals skaitlis m, ka S((Tn ))

Atrisinajums. Patvaligam skaitlim n definésim naturalo skaitlu virkni ay, as, . . ., a, ar ipasibu,
ka a; > 2a;_; visiem 2 < ¢ < n. Pieradisim, ka skaitlis m = Z?:l 10% apmierina uzdevuma
nosacijumus. leverosim, ka S(m) = n, tapéc, ja mes pieradisim, ka S(m?) = n?, tad uzdevums
bus atrisinats. leverosim, ka

= (Zn: 10%) ZZ 10%1% = Z 107 + 22 1%t
1=1

=1 j=1 1>]

Apgalvojums. Jaz >y, z >wun a, +ay = a, +a,, tad x =z un y = w.
Pieradijums. Pienemsim, ka z > z. Tad

Ay = 0y + Ay — Ay < Gy + Ay < Qg1+ Ap1 < Ay,
kas ir pretruna. Savukart, ja pienpemam, ka = < z, tad

Ay = Az + Ay — Ay < Az + 0y < a1+ a;, <a,
kas ir pretruna. Secinam, ka x = z. Tas nozime, ka

Oy + Ay = Ay + Ay
Ay + Ay = Az + gy
Ay = Qy

y=w,
jo virkne ay, as, ..., a, ir stingri augosa.

No pieradita apgalvojuma seko, ka summa > " - 10%%% katra desmitnieka pakape paradisies

1>7
tiesi vienu reizi. Ieverosim ari, ka 102% # 10%7% jebkuriem k un ¢ > j. Secinam, ka

nn—1
(E 10%% 4 E 2. 10“Z+“J> =n+2- nin—1) 5 ) = n?,
>7
jo summa Y ,_, 10** ir n saskaitamie, katrs no kuriem pievieno vieninieku un summa ZDJ
1
10%+9 iy % saskaitamie, katrs no kuriem pievieno divnieku un ta ka visas desmitnieka

pakapes ir dazadas, tad tas neparklajas. Lidz ar to esam pieradijusi, ka S(m?) = n?.
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15.uzdevums Dots naturals skaitlis n un pirmskaitlis g. Pieradit, ka skaitlis nq+(”T’1)2
nevar but vienads ar skaitla ¢ naturalu pakapi.

Atrisinajums. Ileverosim, ka n ir nepara skaitlis. Vispirms aplukosim gadijumu, kad ¢ = 2.
Pienemsim, ka n = 2k 4 1, kur k ir nenegativs vesels skaitlis. Tada gadijuma skaitlis

—1\?
n2+<"2 ) = (2k 4+ 1>+ k> =5k* + 4k + 1

ir divnieka pakape. Ja &1 divnieka pakape ir lielaka par 2!, tad skaitlim 5k2 4 4k + 1 ir jadalas
ar vismaz 4. Tac¢u 5k + 4k +1 = k> + 1 € {1,2} (mod 4), kas nozime, skaitlis 5k* + 4k + 1
ar 4 nedalas. Secinam, ka 5k?+4k+1 = 2, bet §im vienadojumam nav nenegativu veselu saknu.

Risinajuma mums noderes sekojosa lemma.

Lemma. Ja a,b ir naturali skaitli un a + b ir skaitla ¢ naturala pakape, tad v,(a) = v,(b).
Pieradijums. Pienemsim pretejo, ka v,(a) # v,(b). Tada gadijuma v,(a) = z, v,(b) = y un,
nezaudejot visparigumu, x > y. Tas nozime, ka a = ¢*m un b = ¢¥n, kur m, n ir naturali skaitli
ar 1pasibu, ka g { m, ¢t n pec valuacijas definicijas. levérosim, ka

a+b=¢"(¢"Ym+n)

Tacu ¢ 1 ¢ Ym +n un ¢* ¥Ym + n > 1, kas nav iespgjams, jo visiem a + b dalitajiem jabut g
pakapem, tas ir, jadalas ar ¢, vai art jabut vienadiem ar 1. Secinam, ka musu piepemums ir
aplams, Iidz ar to v,(a) = v,(b).

Aplukojam gadijumu, kad ¢ # 2. No Mazas Ferma teorémas izriet, ka 0 = n? + (”7_1)2 =

n—l—(%?z@. Tas nozime, kaq|@ = q|(n+1)? = ¢|n+1
Parveidosim doto izteiksmi

-1 —1 1 -3

nq+(n2 )2:nq+1+(n2 )2—1:nq+1+<n+ )4(” )

Ieverosim, ka no LTE lemmas izriet, ka
Vo +1) = vy(n +1) + v,(a) = vy(n +1) + 1

Savukart ieverosim, ka n — 3 ar ¢ nedalas, jo pretéja gadijuma g | n — 3, ¢ | n + 1, kas nozime,
ka g | n+1—(n—3) =4, no kurienes izriet, ka ¢ = 2, ko mes jau apskatijam ieprieks. Lidz ar
to secinam, ka

Vq

((n+1§n—3)

) =t 1)l = 3) = ) = o+ 1)

Lidz ar to pielietojot lemmu priek§ a =n?+1 un b = W iegistam pretrunu, jo v,(a) =

ven+1)+1>y,(n+1) =r,(b). Atliek parbaudit gadijumus, kad n = 1,2,3, jo tad skaitlis
b= W nav naturals un lemmu pielietot nedrikst. Atcerésimies, ka skaitlis n ir nepara,
tapec jaapskata tikai gadijumi n = 1 un n = 3. Abos gadijumos iegustam, ka ¢ | n + 1 = 2 vai
q | n+1=4, kas nozime, ka ¢ = 2, ko jau apskatijam ieprieks.
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16.uzdevums Saliktu nepara naturalu skaitli n sauksim par latvisku, ja visus ta
dalitajus var sadalit paros ta, ka katra pari esoSu skaitlu summa ir divnieka pakape
un katrs dalitajs ir tiesi viena pari. Atrast visus latviskus skaitlus.

Atrisinajums. Vispirms pieradisim, ka skaitlis n ir kvadratbrivs. Izteiksim skaitli n forma
n = pi* - py?---ppk, kur ag,...,ap ir naturali skaitli un py,po,...,pp dazadi pirmskaitli.
Pienemsim, ka n nav kvadratbrivs, tad vismaz viens no skaitliem «q,...,ay ir lielaks par 1.
Nezaudejot visparigumu, pienemsim, ka aq > 1.

Skaitlim n ir (o; + 1)---(ax + 1) dazadu dalitaju. Ieverosim, ka (ag + 1)---(ax + 1) no
siem dalitajiem nesatur pirmreizinataju p;, kas nozime, ka «a; - (g + 1) -+ (ax + 1) no siem
dalttajiem satur pirmreizinataju p;. leverosim, ka

a - (ag+ 1) (ag + 1) aq

= >—’
(g +1)--(ap + 1) ap+1° 2

kas nozime, ka vairak neka puse no skaitla n dalitajiem dalas ar p;. Pienemsim, ka més varam
sadalitu skaitla n dalitajus atbilstosi uzdevuma nosacijumiem. Péc Dirihlé principa vismaz
viena pari abi skaitli dalas ar p;, kas nozime, ka to summa dalas ar p;, tapec ta nevar biit
divnieka pakape. Secinam, ka musu pienemums ir aplams, Iidz ar to skaitlis n ir kvadratbrivs.

Secinam, ka n = py...pg, kur p; < ... < p ir pirmskaitli. Pienemsim, ka k& > 3 un skaitla
n dalitajus var sadalit uzdevuma prasita veida. leverosim, ka skaitlis p; - - - pi ir part ar skaiti
1, jo jebkurs cits dalitajs saturetu kadu pirmreizinataju p;, ar ko dalas ar p; --- px, tapec to
summa dalas ar p;, kas nozime, ka ta nav divnieka pakape. No lidziga argumenta, nemot vera
to, ka skaitlim 1 jau ir paris, seko, ka skaitlis py ... p,_1 ir parT ar skaitli p;. Apzimesim

proope+1=2" un py-pp+p =2

leverosim, ka varam ari apzimeét x = py---pr un y = pp, no kurienes seko, ka xry + 1 = 2% un
x4y = 2° Viegli pamanit, ka 2® =2y +1 > 2 +y=2" tapecx +y |2y +1. Takax = —y
(mod z + y), tad iegustam, ka

O=axy+1=1—9* (modz+7y)

Secinam, ka py--pr+p1 =x+y |y  — 1 =p? — 1, tacu p? < py---pi, jo k > 2, kas nozime,
ka 0 <p? —1<py---p + 1, tapec dalamiba nevar izpildities.

Esam ieguvusi, ka n = pips, kur p; < po ir pirmskaitli. Apzimeésim p; +p, = 2° un pyps+1 = 2%
[everosim, ka b > 2, jo preteja gadijuma p;+py = 2 vai p;+p2 = 4, kam nav atrisinajuma nepara
pirmskaitlos. No ieprieksejas rindkopas argumenta izriet, ka 2° = py+py | p2—1 = (p1—1)(p1+1)
un 2> = py +py | p2—1 = (po — 1)(py + 1). Teverosim, ka p; — 1,py + 1 un py — 1,py + 1 ir
divi pec kartas sekojosi skaitlu pari, kas nozime, ka kads no siem skaitliem katra pari dalas ar
2, bet nedalas ar 4, kas nozime, ka otrs skaitlis attiecigaja part dalas ar 2°~'. Apskatisim visus
iespejamos gadijumos

e Jap, —1un py, — 1 abi dalas ar 2°7!, tad p; = 2" 12 + 1 un p, = 2"y + 1, kur 2,y
naturali nepara skaitli. Tas nozime, ka

pipz+1= (2w + 1)y +1) + 1= 22070 4 20y 4 207y 42

Ta ka b > 3, tad pirmie tris saskaitamie noteikti dalas ar 4, bet pedejais ar 4 nedalas.
Tas nozime, ka p1ps + 1 = 2, kam nav atrisinajuma nepara pirmskaitlos.
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e Jap + 1 un py+ 1 abi dalas ar 2°7, tad p; = 222 — 1 un py = 271y — 1, kur o,y ir
nepara naturali skaitli. Tas nozime, ka

pipa+1= (22 =12y — 1) +1 =20V 2"l — 21y 42

Ta ka b < 3, tad pirmie tris saskaitamie noteikti dalas ar 4, bet pedejais ar 4 nedalas.
Tas nozime, ka pips + 1 = 2, kam nav atrisinajuma nepara pirmskaitlos.

o Jap, +1,p,—1 abidalas ar 2°7!, tad p; = 2°~ 'z —1 un py = 2"y + 1, kur , y ir naturali
skaitli. Ieverosim, ka

p1+p2:2b_1(x+y):2b = r+y=2

Tas nozimé, ka x = y = 1. Secinam, ka p; = 27! — 1 un py = 2~ 4 1. Ieverosim, ka
2b=1 1,20 25=1 1 1 ir tris pec kartas esosi skaitli, tapec vismaz viens no tiem dalas ar
3. leverosim, ka 2 ar 3 nedalas un to, ka p; < p, tapec iegiistam, ka p; = 3 un py = 5.
Tada gadijuma n = 15, kas apmierina uzdevuma nosacijumos, jo mes varam sadalit paros
(3,5) un (1,15).
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Vertesanas kriteriji
Vertesanas kriteriji 1.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 2 punkti — pieradits, ka a; + ﬁ — 1 =0 visiem 1 <17 < 2024.

* 1 punkts — tika meginats atdalit skaitlu kvadratus (ne obligati pareiza veida)

* 1 punkts — tika pareizi atdaliti skaitlu kvadrati.
e 2 punkti — pieradits, ka a; = a,;,3 visiem 1 <17 < 2024.

e 1 punkts — risinajums talak tiek novests lidz galam.

Vertesanas kriteriji 2.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts — uzradits piemers pie k = 2.

e 1 punkts — uzrakstitas sakaribas prieks koeficientiem pie 22,z un briva locekla, izman-
tojot Vjeta teoremu.

e 3 punkts — risinajums talak tiek novests lidz galam.

Vertesanas kriteriji 3.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 3 punkti — pieradits, ka funkcija ir injektiva punkta 0.
e 2 punkti — risinajums talak tiek novests lidz galam.

e -1 punkts — nav parbauditas atbildes. Ja skoléens ir uzminegjis atbildes un tas parbaudijis,
tad par to punkts netiek sanemts.

Vertesanas kriteriji 4.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 3 punkti - izteiksme (n — b)(b — 1) izteikta, izmantojot a;a; summu

* 1 punkts — iegtita izteiksmes prieks n — b un b — 1, izmantojot koeficientus a;.

% 2 punkti — pareizi atvertas ieckavas un iegiti koeficienti pie a;a;.

e 2 punkti — risinajums talak tiek novests lidz galam.

Vertesanas kriteriji 5.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 2 punkti — uzradita konstrukcija un pamatota, ka ta strada.

e 3 punkti — pieradits, ka prasito nevar izdarit mazak ka n pagriezienos.

Vertesanas kriteriji 6.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts — par pareizu konstrukciju un atbildi.
e 4 punkti — pieradits, ka nevar but vairak ka 1012 nogriezni.

* 1 punkts — par ideju apliukot garako nogriezni
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Vertesanas kriteriji 7.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts — par meginajumiem spelet simetriski, pat ja tas nedod pareizu strategiju.

e 4 punkti — uzradita strategijai, ar kuru Filips var uzvaret un pamatots, ka ta strada.

Vertesanas kriteriji 8.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts — atrisinati gadijumi, kad £k =1 un k = 2.
e 1 punkts — pieradits, ka d(v) > £
e 1 punkts — pieradits, ka garakais cels neveido ciklu.

e 2 punkts — risinajums talak tiek novests lidz galam.

Vertesanas kriteriji 9.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:

e 1 punkts — pieradits, ka LZACD = ZMXFE vai ZNYF = ZABD.
e 2 punkti — definéti punkti £ un F.

e 1 punkts — pieradits, ka trijsturi ACD un M X E ir vienadi un trijsturi ABD un NY F
ir vienadi.

e 1 punkts — risinajums talak tiek novests lidz galam.

Vertesanas kriteriji 10.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 2 punkti — ieviests punkts M un pieradits, ka ap Cetrsturi AMGH var apvilkt rinka
liniju.
e 1 punkts — pieradits, ka XM - XA = XC - XFE.

e 2 punkti — risinajums talak tiek novests lidz galam.

Vertesanas kriteriji 11.uzdevumam. Punktu sadalijjums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts — pieradits, ka ZQAB = a vai ZQBA = §.

e 1 punkti — ieviests punkts O.

e 1 punkts — pieradits, ka ap cetrsturi ABOX var apvilkt rinka Imiju.
e 1 punkts — pieradits, ka ZX0OQ = 90°.
e 1 punkts — risinajums talak tiek novests lidz galam.

Vertesanas kriteriji 12.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts — ieviests punkts X un pieradits, ka ap cetrsturi AX BC' var apvilkt rinka
Iiniju.
e 1 punkts — pieradits, ka punkti D, X, K atrodas uz vienas taisnes.

e 2 punkts — pieradits, ka trijsturi FXFE un FAF ir vienadi.

e 1 punkts — risinajums talak tiek novests lidz galam (8is punkts tiek ieguts ar1 gadijumos,
kad uzdevums skoléns neieguva ieprieksejo rezultatu vai tam ekvivalentu, bet, pienemot
to, kas tas izpildas, pieradija prasito.)
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Vertesanas kriteriji 13.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:

e 1 punkts — par uzminetu atbildi un paradito piemeru, pie kura dota vertiba tiek sas-
niegta.

e 1 punkts — pieradits, ka f(n*) = f(n) visiem naturaliem skaitliem k un n.
e 1 punkts — pieradits, ka ja LKD(a,b) = 1, tad f(a)f(b) = f(ab).

e 2 punkts — risinajums talak tiek novests lidz galam.

Vertesanas kriteriji 14.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:

e 1 punkts — tiek aplikoti skaitli, kas sastav no n vieniniekiem un daudz nullem starp
tiem.

e 1 punkts — skaitlis m? ir izteikts ka desmitnieku pakapju summa.

e 3 punkts — risinajums talak tiek novests lidz galam.

Vertesanas kriteriji 15.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts — aplikots gadijums, kad ¢ = 2.
e 1 punkts — pieradits, ka ¢ | n + 1.

e 3 punkts — risinajums talak tiek novests lidz galam.

Vertesanas kriteriji 16.uzdevumam. Punktu sadalijums uzdevuma ir sads:
e 1 punkts — pieradits, ka n ir kvadratbrivs.
e 2 punkts — pieradits, ka n = pips, kur p; < po ir pirmskaitli.
e 1 punkts — atrisinats gadijums, kad n = pips.

e 1 punkts — risinajums talak tiek novests lidz galam.
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