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LATVIJASREPUBLIKAS49. OLIMPIADE
ATRISINAJUMI

49.1. Vienadojumu pakpeniski @rveidojam par
x(x+b)+(x-a)(x+b)+ x(x - a)
(x- a)x(x+h)

Vienadojumam 3x? +2(b—a)x—ab=0ir divas saknes, joat brivais loceklis ir

=0

negatvs, fitad D =(b-a)’ +3ab>0. Pec Vjeta teoBmas xx, = —%b <0, tapec

viena no vieadojuma 3x° + 2(b— a)x— ab=0 sakrem ir negaiva, otra ir pozitva.
Vel japarbauda, vaix, vai x, nevar it 0,a vai ():
3% +2(b-a)-ab=-ab#0
3a’+2(b-a)la-ab=a>+ab>0
3(-b)? +2(b-a){-b)-ab=b? +ab> 0.
Tatad ar sakotnéjam vieradojumam ir viena poziNa un viena negata sakne.
49.2. Ta ka CBM =[CNM =60°, tad apcetrstiri MCNB var apvilkt ripka [niju.

Tad OCBN un [OCMN balstis uz vienu loku,apéc COCBN = [OCMN =60°. Tapéc
OOMBN =60°+60° =120° un JCAB+ ONBA=60°+120C° =18, no kurienes seko

vajadZgais.

49.1. Am.

49.3. Atbilde: n= 4.

Par piengru der skaitlis 3240.
Pieadisim, ka liekkasn vertibas neder. Apmesim mekejamo skaitli ara,a, ...a, .



Ta ka j! dalas ar 2, jaj = 2, tad visiem cipariema,, a,, ..., a, jabut para skaitiem.
No ta seko, kan< 6.

Takaj! dalas ar 3,jaj = 3tada +a, +---+a; dabs ar 3, jaj > 3tatad cipariem
a,, as, a5 jadals ar 3. | ka tie ir aff para skaiti, tad tie var lat tikai O vai 6. No a
seko kan< 5

Pienemsim, kan= 5. Ta ka 5!=120, tada; = Oun a, =6. Skaitlim a,a,a,60
jadaks ar 8, torar tas & nav a,a,a,60= a,a,a, [100+60; ta ka a, ir para cipars, tad

pirmais saskaimais dais ar 8, bet otraisen- af summa ar 8 nedsd. Tatad n # 5.

49.4. Skat. 49.2.un. .

49.2. Zm.

(1) Spaenm = Sunep + JO 9m trapeém ir vieradi pamati un augstumi.
(2) Spsm = Spsy » JO trijstiriem ir vieradi pamati un augstumi.
(3) Sgeny = Sesy - JO trijstiriem ir vieradi pamati un augstumi.

Saskaitot (1) un (3) un@@mot (2), iegstam prago.

49.5. Var izvietot 36 krustius, liekot tos un¢juma paiditaja sedba.

18| 19|20 24 28 25 26
17 2] 14 P7
15| 14 14 49 p8
13 12 10 11 30
718 D 32 B1
6 4 33
112 3 36 B5 B4
49.21m.

Pieadisim, ka tas ir maksiatais skaits. Zmgjuma pavisam ir 112 mazo kvaddu
malas. Teiksim, ka krust$ blde malu, ja tas atrodas blakus Sai malai. Sg&ka



uzdevuma nosdcmiem katru malu dkst bldet augsikais vienu reizi un katrs
krustinS, iznemot pirmo, blkeé vismaz 3 malas.apec 4+3(n-1)<112; n< 36.

49.6. Piemeram, fids ir vieridojums (x—1)° = 2,

49.7. Ja seSi skdit dalot ar 4, dod atlikumus 0, O, O, 1, 1, 1, teedadu 4 skailu

summa ar 4 nedad, jo dod atlikumus 1, 2 vai 3.

Pieradisim, ka no 7 skdiem var iz\Eleties¢etrus, kuru summa dal ar 4.
Vispirms no 7 skaltem iz\elamies divus, kuru summa dalar 2:x, + X, = 2n;;

péc tam no 5 atlikuSajiem skdgm iz\elamies divus, kuru summa dal ar 2
X; +X, =2n,;

pec tam no 3 atlikuSajiem skdgm iz\elamies divus, kuru summa dal ar 2
Xs + Xg = 2N,.

No skaitiem n;, n,, n, izvelamies divus ar vieadu parititi; tad to summa das$ ar 2.
Jatie , pierram, ir skaili n, unn,, tad x, +x, +x, +x, = 2(n, +n,) daks ar 4.

49.8. Aplukojot dazdus gagumus, arbaudim, ka doi nevieradiba ir ekvivalenta ar

trijstara malu neviesdibam.

49.9. Skat. 49.3.um. .

49.3. Zm.

No vieradibas [JMAN = [OMDN seko, ka agetrstiri AMND var apvilkt rpka niju;
tapec
OBAD+[BCD=0BAM + OMAN + ONAD+ OBCD =

(OCDN +OMDN) + OCMD + OBCD =
OMDC +OCDM +0OMCD =180°.



No Sejienes seko prig@is apgalvojums.

49.10. Apzimgjam =znus ar A,A,,J,,J,,R,P,M,,M,,Z,,Z,. Piggemsim, kaA;
atrisirgja tieSi divus uzdevumus; varam pént, ka vienu viS atrisirsja ko ar
J,,P,M,Z,, bet otru — arJ,,P,,M,,Z,.(Ar katru no Siem 8 &iem vipam ir
kopigs uzdevums, un yam nevar bt kopiga uzdevuma vienlaikus ar divieranzem,
kam vieradi burti). Nevienu citu uzdevumu nevaiitkatrisirajusi = 3zeni no kogm
J,P,M,Z, jo pretja gadjuma divi no tiem litu viera no sissmam {J,,P,M,,Z, }
un {J,,P,,M,,Z,}, un tad tiem Iatu divi kopgi atrisirati uzdevumi — pretruna.
Tapec katram no griem {Ji, P2}, {J1, M2}, {J1, Z2}, { P1, 32}, { P1, M3}, { Py, Z2},
{My, I}, { My, P2}, { My, Z2}, {Z1, I}, {Z1, P2}, {Z1, M2} vajag citu uzdevumu, kas
nevar ar sakrist ne ar vienu n#; atrisirsjumiem (&péc gadjuma divi Zni ar vienu
vardu batu atrisirajusi to paSu uzdevumu.)

Esam jau ieguvusSi 14 uzdevumuatatd n=> 14. Piempemsim &l, ka A, atrisirajis 4
uzdevumus -- tos, ko atrigia {Ji, P2}, {P1, J2}, {Z1, M2}, { My, Z}, tad visi
uzdevuma nosgami ir izpilditi. Tatad ar 14 uzdevumiem pietiek.

49.11. Zimgjuma pa@dits funkcijas y :H|x -1 —ﬂ —ﬂ grafiks.

Y
\/\1/\/
1 1 3 X
49.4. Im.

No Sejienes viegli redt, ka vieradojumam var bt 0; 2; 3; 4; 6 atrisigjumi.

49.12. Ng, nevar. Saskaitoi$ nevieadibas, iegstam Xy X2 Y2 y+z, kas
zZ y X

parveidojas parx’y® + x°z* + y?z® < x’yz+ xy’z + xyZ
2X2y? +2x%7% + 2y?z% — 2xy[kz—- 2xyyz— 2xz[yz< 0
(xy—x2)* +(xy-y2)* +(xz—- y2/* <0 -- pretruna.
49.13. leverosim, ka 2% =4" [2 = 2(mod3), bet 22" = 4" =1(mod3). Izkrasojot

Saha galdiu parastaj veida redzam: melnag fitinas esosSo kvieSu graudu skaits dod



atlikumu 1, dalot ar 3, bet baligj itinas esoSo kvieSu graudu skaits dod atlikumu 2,
dalot ar 3.

Atzimésim, ka zirdzaS no melna lauga vienngr pariet uz baltu, bet no balta — uz
melnu. Tapec biidi, kad vihS atgriezas izejas puw#a, vinS izdafjis para skaitu
gajienu. Katros divos § kartas izdaitos dijienos vihS ko apedis @du graudu
skaitu, kas dak ar 3. No Sejienes seko vajaghas.

49.14. Ta ka OCBD un [OCAD balstis uz vienu un to paSu loku, tad
(OMBD = OCAN.

49.5. Im.

Ta ka AMBD un ACAN ir viemadsanu, tad noOMBD =[JCAN seko, ka tie ir
Iidzgi, tapec OCMD = [OCND. Tapec apcetrstiri CMND var apvilkt rigka niju. No
Sejienes seko, ka OCMN =18C-[CDN =0OCDA=18C¢°-0CBA, ttad
(OCMN + OCBA=180C, no kurienes seko vajadgais.

49.15. Tas, ka izvietot 5 punktus, redzams 491&uma.
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49.6.1. Im. 49.6.2. 2m.




49.6.3. Im.

Pienemsim, ka izdevies izvietot 6 punktus. Tad kaio 2. Zmgjuma redzamam
daam atrodas ne vaik ka 2 punkti (neliela gaguma grlase); itad katd no &m ir
tieSi 2 punkti.

Bet gadjuma “simetrijas @&|” katra no 3. Zmgjuma atlotajam ddam atrodas divi
punkti, &tad pavisam to ir vismazZ2[4=8 -- pretruna. #tad ntsu piengros

nepareizs, un 6 punktus pitaga veida izvietot nevar.

49.16. Parraksam vieradojumu forng 2cosx = (x —1)° + 2.
Acimredzot,(x—1)° +2>2 un 2cosx < 2. Tapec vieradiba vabtu pasivét tikai tad,

ja (x-1°+2=2, ti, jax = 1. Bet0<1<g, tapec cosl<1 un 2cosl< 2. Tatad

vienadojumam atrisigjluma nav.

49.17.

49.7. Am.

Saskaa ar teoemu par hordu nogried: reizirgjumiem MX [MY = MAIMB . Ta ka,
O,MOXY, tad XM = YM; tapecc MX =MY =+MAIMB . Lidzgi pierada, ka

MT = MZ =+vMAIMB , turklat aamredzami taisnesXY un ZT nesakit, jo ts
perpendikudras neparaliem nogrieziem O;M un O,M.



49.8. Im.

Acimredzami ar centriM var novilkt rigka liniju, kas iet cauk, Y, Z, T un kamXY un
ZT ir diametri. No 1 af sekocetrstira XZYTlepku lielumu vieradiba ar 90° -- tie ir
ievilkti lenki, kas balsts uz diametriem.

49.18. Acimredzami, ka visas piraoas ir idzigas akotrgjai. Pietiks pietdit, ka
Iidzibas koeficientu summa ir 2.

>
L3>

A

49.9. Zm.

Apzimgjot piranidas skaldu laukumus arS,S,,S;,S,, atbilstoSos augstumus ar

h,,h,,h,,h,, ievilktas lodes @diusu arr, tilpumu arV, iegistam: 1dzibas koeficients

vienads ar atbilstoSo augstumu garumu atbac@péc mums gpierada, ka
h —2r N h, —2r N h, - 2r N h, —2r

=2 jeb

Pedgjo viemadibu iedist izdarot prveidojumus:
1_S_S+$+8+S_S | § 8 . § 1.1 1 1

== +—+—.
rov vV Sh, Sh, Shy Sh, h h, hy h

49.19. lewerosim, ka sadalot skdits no 1 idz 10000 pirmskaditi reizirajuma,
nepaadisies neviens cits pirmskaitlis bez, p,,..., p,. Skaidrs, ka katram no Siem

pirmskaitiem eksist tads a, , ka p” >10000. Tad



1+1+E+...+L< 1+i+...+ 1 1+i+i+...+ 1 -
2 3 10000 o p, p? po

Py Py
(1+i+i+...+ 1 j

P Pn Py
jo, labap pusg atverot iekavas, pagas ddas, kuru saugs ir Vvisi iesgEjamie
reizinajumi pp;...py, X; <a, tatad starp citu drisi skaiti 1, 2, ... , 10000 (un

vel daudzi citi). Talak iegastam

X<{1+i+i2+...j{1+i+i2+...jm..[€1+i+i2+...j:
P B P P Pn Pn
= 1 3 1 0.3 1 =B Dp2 g..gpn ,
1-

-1 -1 1 p-1p-1 p,-1
pl p2 pn

k.b.j.

49.20. Uzdevuma pierdijums seko no klasiskas lemmas.
Lemma.Ja katri divi no 6 punktiem savienoti ar baltu walnu iniju, tad var atrast
tris no tiem, kas visi savienoti ar vienas #mpasas ksas inijam.
Pieradijums Izvelamies vienu punkté. No t iziet 5 kinijas. Var atrast 3 ndin, kas
ir viena krasa (teiksim balf). Piepemsim, kaas iet uz punktienB, C, D. Ja kda no
Iinijam BC, BD, CD ir balta, veidojas balts trijstis; ja &s visas ir melnas, veidojas
melns trijstiris BCD.
Tagad jarejam pie uzdevuma atrigijuma.
a) Ta ka pavisam 8 punktus savieno 28ijas, tad nenoldsotas ir tikai 2. lespami
divi gadjumi:

al) abiem nenoksotajiem nogriegiem ir kopgs galapunktsX. Tad
nenokasoti ir nogrieai XA un XB. PunktsA un atlikuSie 5 punkti visi savienoti ar
nokrasoim linijam; no lemmas seko phsais;

a2) Nenokasoti ir nogrieai XX, un YY,. Tad punktiX, Y un atlikuSiecetri
veido pragto seSu punktu kopu.
b) Ar pientru var paidit, ka, ja novilktas 25ihijas, tad vienkdsainu trijstiri var

neatrast.
49.21. Palielinot ddu sau€jus dz x, +X; + X5 +X; + Xy vai X, + X, + Xg + X3 + X,

iegastam



X X

Xl + 2 + 3 + ...+ Xg + Xlo >
X10+X2 X1+X3 X2+X4 X8+X10 X9+X1
X1+X3+X5+X7+X9 +X2+X4+X6+X8+X10_
X2+X4+X6+X8+X10 X1+X3+X5+X7+X9
N P
—+—=2
P N

Tatad par skaitlic var iz\eleties 2. Pietdisim, ka izteiksme varlkt cik patk tuva

skaitlim 2; skaidrs, kaatla gadjuma c nevar lat lielaks par 2.

Izvélesimies lielu skaitliM un
X, =1L % =M,%=M?..,%x=M",x=M?%x,=M®%  Tad vajadigais tiek

sasniegts.

49.22. Pieradam, ka trijstiris ABCir regukrs, no k seko uzdevuma apgalvojums.

M

49.10. zm.

Ja mirgto radiusu garums iR, tad
KM =2RsinA

KL = 2RsinB
LM =2RsinC;
tapec KM : KL:LM =sinA:sinB:sinC =a:b:c.Tad ALMK l|idzigs arAABC .

Ta ka saskaa ar formulu S:%absiny, tad S, =Som = Sexe ZSSACB, un
1 . -1
S« == S, . Tapec lidzibas koeficients i—.
LMK 3 ABC \/§

No kosinusu te@mas trijstirim ABC a® =b” +¢* - 2bccosA.

2 2 2
No kosinusu te@mas trijstirim AKM ( 1 J = [2—;j +(£j - ZG%b Bg [COSA .

—a
J3 3
Tatad  2bccosA=b?+c?-a’ un  2bccosA= %(4b2 +c% - 3a2) . Tapec
2b* +2¢* -2a® =4b” +c¢® -3a® un a’ +c® = 2b°. Lidzgi iegistam a® +b* = 2¢?

un b? +c? = 2a®. No 8m vieradibam seko, kaa=b=c.
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Tatad f(x)= x+1. NepiecieSsamaapbaude.

49.24. Apskatm gadjumu n = 6. Kopai A ir C§=%=ZO triju elementu

apakSkopas.aTka 20> 612, tad eksist tada triju elementu apaksSkodakas atgiras
gan no viam sedm dotagm apakSkopm, gan no to papildijumiem: &tad %elas
gan ar katru no 6 dotn apaksSkopm, gan ar katru no to papildijumiem. JaT
elementus nolaso baltus, bell papildirgjuma elementus — melnus, vajagks ir
iegats.

Apgalvojumu &lakajam n vertibam pieadisim ar materatisko indukciju.

49.25. Viegli parbaudt, ka

a, =99;

a, =99+11=110

a, =110+11=121=17

a, =17 +11=1112

a; =1102+11=11013

a, =11M13+13=12013

a, =1213+13=13
Lemma Ja a, = p°, p — pirmskaitlis, un &koSais pirmskaitlis aizp un g, tad
Byuoqpy = -
Pieradijums Jaa, = p?,tada,,, = p> + p= p(p+1). Skailap + 1 pirmreizirataji ir
mazki par p, tapec a,, = p(p+1)+ p=p(p+2). Skaila p+ 2 pirmreizirftaji ir
mazki parp, tapec a,., = p(p+2)+ p= p(p+3).
Ar1 talak lielakais pieskatmais pirmreiziatajs bas p, kanmer meés iedisim

2

Q,(q-p = PLO. Talak g — preizes tiks pieskals g, kaner iegisim a,,,,, =d°.

Lemma piekdita.
No lemmas izriet: jap, < p, <...< p, ir augosa visu pirmskait virkne (akot ar

kaut kKidup,), una, = p?, tada = p2, utt.,

X+2(p2=p1)

10



— K2
a><+2(pK—pl) - pk .
Ta ki a; =11°, @49 = @35 500001y UN GaN 11, gan 1009 ir pirmsKaitiegistam
8,990 =100
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