L atvijas 50.matematikas olimpiades
3.kartas
uzdevumu atrisinajumi

9.1. Katram veselam n vai nu n, vai n+1 #rg skaitlis. Bpec n(n+1) viennar ir para
skaitlis. Ja n - fra, tad A + 1 ir nefra, bet 3A - 2 ir para. Ja n- nera, tad A+ 1
ir para, bet 3 - 2 ir nefra. Tatad vienngr ir 2 para skaiti.

92Jad+ad=B+bd tad 3-b’) +d(@-b)=0jeb(a-bfaab+B+d)=0.&
kaa-bz0,tad &+ ab + B = - d. Lidzgi iegist & + ac + é = - d (izmantojot a-
c£0). No vieradibas

&+ab+B=c+ac+Eéseko
b’-c?+a(b-c)=0jeb(b-c)a+b+c)=0.
Takab-c#z0,tada+b+c=0.
9.3.

C, A A; C

2.z 1m.

Pagariasim BG un BA; lidz krustpunktiem gresp. A ar taisni AC. & ka
trijstart BCG, nogrieznis Cg ir gan bisektrise, gan augstums, tad tas ir
viemadsanu trijstaris; tapec CG = BC. Lidzgi AA; = AB. Bez tam @un Ay ir
BC, resp. BA viduspunkti, ipec A;C; ir AA,BC; vidusiinija. Atliek ieverot, ka
CA,=CG + AA,- AC=BC + AB - AC, iitad 2AC,; =BC + AB - AC, k.b,j..

Pilniga risinajuma jaapliko aff gadjumi, kad abi punkti Aun G pieder malai
AC vai afl abi atrodagarpus ts.

9.4.leverosim, ka 1+2+...+10 = 55.apec
a) skaitli 1 var iegt,pemota=a = ... = 39= 55,
b) skaitli 55 var iegt, pemota=a =... = ap=1,
c) skaitli 56 nevar ieg@t, jo vislielaka vertiba iedgistama ar vismakajiem

saugjiem, un & ir 55,

d) nemot g = 1 un citus @&= 49 (i# 6), iegistam summu
1+2+3+4+5+7+8+9+1O+ 6 _ 49+§=7
49 1 49 1

}+g+§+f+§+§+z+§+§+%}:1+1+3+1+1+1+1+8+9+10:36

1 21 456 71

. . 1 2 n , .
Piezme var pieadit, ka fornra —+—+...+— var izsatt visus natuilos
a & a,

un nelddus citus.

skaifus no[]; @}



9.5."Krusti" nevar satuit kvadita stira ritinas, un pie katras malas var pieskarties
augsiikais divi krusti (ciadi Sai malai blakus es®3ratinu linija" jabat vismaz 9
ratinpam - pretruna).

| [ ] [ ] | X9 ritinas

34 m
Tapec bez sira mtinam krustos nevar ietilpt avel = 4 citas titinas pie katras
malas. Bpec krustos neietilpst 4[4 + 4 = 20 #itinas, un tajos ietilpst 64-20=44
ratinas.
Ta ka katrs krusts satur Sitinas un @ = 45 > 44, tad nevar ievietot valrpar
8 krustiem. Astau krustu ievietojumu skat. 4ragjuma.

4. m.

10.1 Ja a =0, tad viadojumam ir divas vieidas saknesapec a# 0. Ta ka x; ir
sakne, tadk? —2ax, —a= Qn x; =2ax, +a. Tapec
2ax, + X5 =2ax, +2ax, +a=2a(x, +X,)+a=2aRa+a=4a’+a>a

10.2 Sadalot visus skdus 15; 14; 13; ...; 3; 2 pirmskhitreizirajuma, ko ir 11
divnieki, 6 trijnieki, 3 piecinieki, 2 sefihieki un pa vienam reizittajam 11 un
13. Lai la an saliktu iekavas, tie kautaksadaisies starp skattju un saugju, pie
tam gan divnieku, gan piecinieku, gan 11 un 13maskaittaja, vai saugja bus
vairak. Lai izteiksmes #&rtiba hitu natugls skaitlis, tiem gbat vairak skaiftaja.
Ar1 trijniekiem un septniekiem psadais vai nu vieadi, vai jabat vairak
skaifitaja. Tapeéc iedistana natusla vertiba nevar bt mazka par
2(5[1113=1430. To, kaa&rtiba 1430 ir iegstama, pada piengrs
15:(14:13:12:11:10):(9:8:7):6:6:3):2=1430.



10.3

. 30°
H

5.4 m

Novelkam augstumu CH un savienojam H ar M. T&AHC ir
viemadsanu taisnleka trijstiris, tipesc AH = HC. Ta ka OCBA = 3@, tad
BC=2HC; itad MC = MH = MB = CH = HA.

Tapec ACHM ir reguirs undJCHM = 60; tapec JAHM = 90° + 60 =
150. No vieradsanu trijstira AHM seko
OAMH = 15°. Tapéc JAMC = OHMC - OAMH = 60° - 15’ = 45",

104
a) nevieradiba tieSi seko no amredzama fakta

1 2, 1 2, 1 2
—(X-y) + =(x-z)" + =(y-z)° 20
o W) H S OezZ) 2 (y-2)

b) pienemsim no preja, ka ¥ + y* + Z < xyz.
Tad ¥ < xyz, fitad x<yz. lidZigi y<xz un z<xy. Bpec X + y + z < Xy + Xz + yz.
Saskaa ar a) punktu no Sejienes seko, ka x+y+z *<x/ + Z, un saskaa ar
pienémumu no Sejienes seko, ka x + y + z < xyz - pratrandoto.

10.5 Visi viena krasa nokasotie apgabali ir &da no Zmgjuma pafditajam 8
formam (tas iegitas ar pilno prlasi):

6.2 m

Viegli parliecinaties: proji¢jot katru no Siem 8 apgabaliem uz kvatdrdivam
neparatlam makm, projekciju kopgarums ir vismaz 5.

Projiccsim visus 13 apgabalus uz kvaidr divam neparalam mabm.
Projekciju kopgarums ir vismaz B3= 65. Abu malu kopgarums ir 16 + 16 = 32.
Ta ka 65> 322, tad vismaz vienvieta projicésies =3 apgabali. Atbilstasratinu
rinda vai kolonna satés vismaz 3 Kisu fitipas.

Ja izmantotas tikai 12 #sas, uzdevuma apgalvojums nepaliekcksp
Apltkosim sekojoSuimgjumu:
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7.z1im.

Katra fitinu rinda (kolonna) te satur augshis divu kisu ftinas. Novietojot
16x16 kvadita iekSien tris &idus kvaditus "pa diagoali”,

4

8. m
iegastam vajadigo izvietojumu 12 apgabaliem.
111 Ta ki &000<20, tad /a,,<5. TapeC @gq+ /s <25. Tapec

@990 T 1/ @000 <5 TAPEC Agee + 1/ Ryo00 + /8000 < 25, Utt. Fornala sprieduna

var lietot materatisko indukciju.

11.2 JarN, varam paemta=nAunb =n; tada+9-% = rf.
a

Piepemsim, kaa+9-% 0N; tad ar skaitlisa(a+9-%j: g+b -%D N. Tapéc a

a a
daks ar b un a =b. legistam, ka
a+9-1 =nb + (i - 1] ir natugals skaitlis. Ja n = 1, tadiat anf b = 1 un
ab n b
otradi; tad apskadimas izteiksmes &rtiba ir 1 = £. Ja n>1 un b>1, ta#-% <1,
n

lai nb +[1 - %j batu natuéls skaitlis, jbat n = b, un tad izteiksm%g-%
n a

vertiba ir b + (E - l] =t
n b



11.3
D,

C1

B1

9. m 10.Zz m.

No ievilktu lepku ipasbam seko, kaAXMZ ~ AYMT (10.zZim.), fapec
XZ XM _ZM

. No Sejienes iegstam (skat. 91m.)

YT YM TM

AB, (1)
AB MA

BC, _ MB, 2
BC MC
C,D, _ MD, )
CD MC

D,A _ MD, @
DA MA

No (1) un (3) sareizinot i@gtam AB DClD MB, dVID lidzigi no (2) un

AB CD MA
BC, P1A _ MB, MD,
BC DA MC MA

AB DClD B.C, EplAi Ta ka AB = BC = CD = DA, no 3ejienes
AB CD BC

seko vajadigais.

11.4 Lemma Ja katri 2 no seSiem punktiem savienoti ar baitsarkanuihiju, tad
eksist 3 tadi punkti, kas visi savstar@ savienoti ar vienas uag pasas kisas
[Tnijam.

Pieadijums Nemam vienu punktu A. Na tziet vismaz 31ihijas viera krasa;

pienemsim, kainijas AM, AN un AK ir baltas. Ja kaut viena naijam MN,

MK, NK ir balta, iegistam baltu trijgiri; ja tas visas ir sarkanas, iegtam

sarkanu trijsiri MNK. Lemma pieédita.

Attelosim tagad dotos 6 iracialos skaifus ar punktiem, Savienosim divus
punktus ar baltuthiju, ja attieggo skaitu summa ir raciaals skaitlis, un ar sarkanu,
ja ta ir iraciorals skaitlis. Saskg ar lemmu eksist "vienkrasains" trijstiris.
Pieradisim, ka tas nevari balts. Tie8m, jaa+f=c,a+y=bunB+y=a(a, b, c-
c+b-a

(4) iegistam

Tapec

raciorali), tad o= - raciorals skaitlis, un & ir pretruna. Ttad

"vienkrasainais" trijsiiris ir sarkans, kas dod vajades 3 skalus.



115 Sauksim skaius 1; 2; 3; ...; 25 un 76; 77; ...; 100 par gieim, bet skaius
26; 27; ..., 74; 75 par viflem. Aplikosim visus iesgamos 50 hordu
komplektus, kur katra horda savieno vienugjodun vienu maldjo skaitli un katrs
skaitlis ir ar Kdu savienots; a&lu komplektu ir gafs skaits. Izglesimies
komplektu ar vismako hordu garumu summu (jadi ir vairaki, tad nemam
jebkuru no tiem). s apgalvojam, ka naklas divas hordas nekrustojas. &as
ja tas krustotos (skat. 1%rm.), tad

ViM1+VoM, =V,0 + OM; + Vo0 + OM, =
=(V10 + OMp) + (V20 + OMy) > V1M; + VoMy,

un & ir pretruna ar hordu komplekta garumu summas nahiati.

121

12.2

b)

V,
e
Vi

M, 11.z1m.

Atliek ieverot, ka starfba starp ma&jo un vicjo skaitli nav liekka par 74.
Doto vieradibu @rveidojam par

(co<a - sirfa) + (cosp - sirfB) = 0 un #lak par

cosd + cosP =0

2cosfr + B)cos@ -pB) =0

Jaa unp ir Sauri lexki, tad ft — B|<90 un cos@ - B) # 0.

Tapec cos@ +B) = 0,a+B = 9¢ + 180Mm, nJZ. Ta ka a, B - Sauri leki, tad
der tikaia + 3 = 90.

lesgejami daudzi citi risi@jumi.

aamredzami, derx=y=z=1
meklesim atrisirsjumus, kur x = y = z. Tad sisha ekvivalenta ar
viemadojumu X - 2x + 1 = 0 jeb ar (x - 1)f+ x - 1) = 0. No Sejienes iagtam

-175

atrisimjumus x=y=z=1lunx=y=z= 5

ja x<y, tad X<y*; tapec no 1. un 2. vieidojuma seko y<z.idzgi no 2. un 3.
viemadojuma seko z<x. Neviadibas x<y<z<x dod pretrunuidzgi pretrunu
legust, ja pimem, ka x>y. Bpec jabit x = y; tad no 1. un 2. viadojumay = z,
un esam naikusSi pie b) gaguma.




12.3

C2 Al

Ci1 T

Az

A B> B1
122 m
a) Ta ka loki starp paralam hordim ir vieradi, tad 0C,A; = OA,B; = [1B,Cy

(122Tm) TﬁpéC UA.CB; = %(DA]_AZ + DAZB]_)

= %(DA]_AZ + DCle) =[C,TB..

Ta ka AC,TB; ir paralelograms, tadlA;C;B; = [0C;AB, = OBAC. Lidzgi
pierada, kal1C;A1B; = OABC. Pra#a lidziba seko no pamesill|.

b) tapat ki a) pieida, kaAA,B,C, ir lidzigs ar AABC. Tapéc AA1B1Ci un
AAB,C, ir 11dZigi sawa starf@. Ta ka tiem ir vieradi apvilktas ripka finijas
radiusi (tie ir ievilkti viera un tai pa8 rinka lnija), tad tie ir vieadi sawa
starp.

12.4 Komisijas locekus attlosim ar punktiem, bet sarokoSanos - aiju starp
atbilstoSajiem punktiem.
Pagdisim, ka mekdtais minimums ir 9.
A. Karedzams 13im., ar 91inijam pietiek.

>

13.2 m.
Tiesam, no jebkuriem 3 punktiem divi atrodas vdesfda, un tie ir sa@ starp
savienoti.
B. Piememsim, ka novilktas 8nijas. Tad ir 161hiju gali. Ta ka 703 = 21 >16,
tad eksist punkts, no kura iziet ne vak ka 2 finijas. Talak skirojam iesgjas.
B1)no 3§ punkta neiziet nevienanija. Tad visiem citiem punktienzlit pa

pariem savienotiem, un taghiju ir C2 =15 - pretruna.



B2)no 3 punkta - sasim, A - iziet vienaihija uz punktu B. Tad A nav
savienots ar 5 citiem punktiem. Visiem Siem 5 pierkt jabat pa griem
savienotiem,dtad niju ir 1+ CZ2 =11 - pretruna.

B3)no g punkta, sasim, no A, iziet 21nijas. Tad A nav savienots ar 4 citiem
punktiem. Visiem Siem punktienaljit pa @riem savienotiem. Tas jau dod

2+C} =8 linijas, fitad citu tniju vairs nav.
B

C

Skaidri redzams, kaify nesavienotus punktus var éfgties 4 veidos: B, C un
jebkurs punkts nocetrinieka”. ledgta pretruna.
12.5
a) piepemsim no preja, ka izdevies iz&lcties 5 skaius, kas ir pa Friem
savstarpji pirmskaiti; apZmesim tos ar g a, a, &, a&. S0 skaiu MKD ir
a1dagauds, tapec jebkuru piecu skdit MKD ir ayapagaqas. ApZmesim ar y
patvdigu no ntisu 12 skaitem, kas nav ne;ane g, ..., ne @ Apskaisim 5
skaifus y, a, a, &, &. To MKD noteikti satur reizifjlumu aagasas un \el tos
pirmreiziratajus, kas jpievieno, lai Sis MKD datos ar y. No otras puses, Sis
MKD ir (a,aszauds)ld. Tapec a noteikti ieiet i reizinatajs skaiti y, tatad y
daks ar a. Lidzgi pierada, ka y das ar a, ..., ar g, ta ka &, ..., & ir pa
pariem savstargji pirmskaifli, tad y dads ar aaagayas. Tapec Y= aydpdzauds.
No otras puses, MKD(Y,2A..., &) = aaasauds, tApeC adasauas daks ar y un
tatad aapasasas=Yy. Tapec y = aapagauds. 1znak, ka katrsmiasu kopas skaitlis,
kas nav g &, a, &, &, ir vierads ar agpasauds. Ta ir pretruna.
b) piepemsim, ka p p, ..., g ir dazdi pirmskaiti. Apskatm skaitus
P1, P2, P3; PaPsPed7Ps,
ka af visus So 8 pirmskdit reizirsjumus pa 7. Kop mums ir 4 + 8 = 12
skaifii; pirmie 4 no tiem ir pagriem savstargi pirmskaiti. Aplakosim patvéigus
5 no Siem 12 skdiem. Ja starp tiem ir vismaz divi "reizjami pa 7", tad ar to jau
pietiek, lai MKD hkitu pyps...p7ps. Ja "reiziajums pa 7" starp tiem ir tikai viens,
tad @rejie 4 skaiti ir p1, p2, P3, PaPsPsP7Ps, un atkal MKD ir pps...prPps. Tatad visi
uzdevuma nosgami izpilditi.



