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Anotacija

Sis materials ir paredzéts spajigako skolenu sagatavosanai algebra starptau-
tiskam matematikas olimpiadem. Materiala ir ieklauts neliels teoretiskais ma-
terials un virkne uzdevumu. Izklasts ir izkartots atbilstosi matematikas olim-
piadés sastopamo uzdevumu témam.
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1. nodala

Ievads

Sis darbs ir paredzets ka materials spejigako skolenu sagatavosanai augsta
limena matematikas olimpiadem, tadam ka Starptautiska matematikas olim-
piade (International Mathematical Olympiad) un olimpiade Baltijas cels
(Baltic Way).

Vairumu olimpiazu uzdevumu var iedalit viena no sekojosajam grupam:
algebras, geometrijas, kombinatorikas vai skaitlu teorijas uzdevumi. Protams,
sastopami ari citi, pieméram, analizes uzdevumi vai uzdevumi, kuros jaizman-
to zinaganas no vairakam matematikas nozarem. Sis darbs ir veltits algebras
uzdevumiem.

Vairumu algebras uzdevumu savukart var iedalit nevienadibas un uzdevu-
mos par polinomiem. Abas Sajas uzdevumu grupas biezi ir lietderigi izmantot
zinasanas par kompleksiem skaitliem. Ir ari komplekso skaitlu algebrai spe-
cifiski uzdevumi. Sis darbs ir izkartots atbilstosi $im iedalfjumam. 2. nodala
ir aplikota nevienadibu pieradisana, 3. nodala uzdevumi par kompleksajiem
skaitliem un 4. nodala uzdevumi par polinomiem. Sis témas ir cita ar ci-
tu saistitas, tapec nodarbibas ar skoleniem ir lietderigi tas apskatit paraleli,
pamisus, nevis péec kartas.

Saja darba nav izklastits algebras teoretiskais pamatmaterials, kas jau
tiek aplukots skola. Saja darba ir ieklauti tikai tie rezultati, kas nepieciesami
konkretu uzdevumu grupu risinasanai, taja skaita atseviskas teoreémas, kas,
bidamas elementaras, tomér netiek apliikotas skolas algebras kursa.

Sobrid darba ir ieklauts tikai teoretiskais materials un uzdevumu for-
muléjumi, bez atrisinajumiem. Nakotné paredzéts darbu papildinat ar visu
uzdevumu atrisinajumiem.

Darba sagatavoSana ir izmantoti A. Liepas Neklatienes matematikas sko-
las materiali [1, 2], uzdevumu komplekti [5, 6], gramatas [3, 4] un dazadas
matematikas olimpiades piedavatie uzdevumi.
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Apziméjumi

komplekso skaitlu kopa

naturalo skaitlu kopa

racionalo skaitlu kopa

realo skaitlu kopa

veselo skaitlu kopa

polinomi no z ar koeficientiem no k, kur
k=7, R, C vai kada cita skaitlu kopa
daudzargumentu polinomi no zy, ..., x,
ar koeficientiem no k

polinomu p un ¢ lielakais kopigais dalitajs



2. nodala

Nevienadibas

Saja nodala aplikosim nevienadibu pieradisanas panémienus. Iesakuma
apskatisim vienkarsakas pamatmetodes, tad pamatnevienadibas, uz kuram
tiek reducets vairums nevienadibu, visbeidzot dazadus olimpiazu uzdevu-
miem specifiskus panémienus.

Ja §1s nodalas uzdevuma mainigo apgabali nav noraditi, tad Sie mainigie
ir patvaligi reali skaitli.

2.1. Ekvivalento parveidojumu metode

Parasti nevienadibas pierada, parveidojot doto nevienadibu par vienu vai
vairakam visparzinamam vai acimredzamam nevienadibam. Parveidojumus
parasti veic soli pa solim. Viena soli nevienadibu parveido vai nu par ne-
daudz savadaku ekvivalentu nevienadibu, vai par specigaku nevienadibu, no
kuras iepriekseja nevienadiba izriet. Otro panémienu sauc par nevienadibas
pastiprinasanas metodi, un ta tiks aplikota nakamaja sadala. Saja sadala
apskatisim pirmo, ekvivalento parveidojumu metodi.

Ja meés nevienadibu A > B parveidojam par C' > D, kur A, B, C, D
ir kaut kadas izteiksmes, tad teiksim, ka tas ir ekvivalents parveidojums,
ja A > B tad un tikai tad, ja C' > D. Tas pats attiecas arl uz stingro
nevienadibu >.

Tipiskakie ekvivalentie parveidojumi ir sadi.

1. Kadas izteiksmes pieskaitiSsana abam nevienadibas puseém: A + E >
B + E. Izteiksmes atnemsana no abam pusem. Saskaitama parnesana
uz otru nevienadibas pusi, mainot ta zimi.

2. Abu pusu zimes un nevienadibas zimes mainisana uz pretéjo: —A <
—B.



2.1. EKVIVALENTO PARVEIDOJUMU METODE 7

3. Porzitivas izteiksmes piereizinasana abam pusem: A- £ > B-E, E > 0.
Abu pusu dalisana ar pozitivu izteiksmi.

4. Ja zinams,ka A > 0un B > 0vai A < 0un B < 0, tad abu pusu aizvie-
toSana ar apgrieztajam izteiksmém un nevienadibas zimes mainiSana
uz pretgjo: 1/A < 1/B.

5. Abu pusu celiana nepara pakape: A?*~1 > B%*-1 L c 7Z.

6. Ja zinams, ka A > 0 un B > 0, tad abu pusu celsana patvaliga nenulles
pakape: A" > B", re R, r #0.

Protams, ir ar1 citi ekvivalentie parveidojumi, un viss minetais ir speka
ari stingrajai nevienadibai >.

Viena no elementarakajam nevienadibam, uz kuram ar ekvivalentiem par-
veidojumiem var reducét vairumu citu nevienadibu ir sada.

2.1.1. Apgalvojums. Ja A ir redalu skaitju algebriska izteiksme, tad

A > 0.
2.1. Sekas. Ja Ay, A, ..., A, ir redalu skaitlu algebriskas izteiksmes, tad
2 2 2
AT+ A5+...+ A, >0.

Tlustracijai der sekojosie uzdevumi.

2.1. Uzdevums. [2, 7. piem.] Pieradit nevienadibu

a®> +b* + ¢ > ab + be + ac. (2.1)
Risinajums.
) ed+b¥+F—ab—bc—ac > 0&
& 2a% + 202 + 2¢% — 2ab — 2bc — 2ac > 0 &
& (a® —2ab+b?) + (b* = 2bc+ A) + (a®* = 2ac+ *) > 0&
Sa—=b*+0b—c)?+(a—c)? > 0.

Pedeéja nevienadiba izriet no sekam 2.1, lidz ar to nevienadiba ir pieradita.
a

2.2. Uzdevums. |2, 1. uzd.] Pieradit nevienadibu
A+ +cF+3/4>a+b+e. (2.2)

Visparinat nevienadibu n skaitliem.
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Risinajums.

(22)e (a®>—a+1/4)+ (> —b+1/4)+(F—c+1/4) > 0&
s (a—1/22%4+ (b—1/2)%*+(c—1/2)? > 0.

Pedeéja nevienadiba izriet no sekam 2.1 Dabiskakais dotas nevienadibas vis-
parinajums ir Sads:
i AR n/A> o g, (2.3)
O
2.3. Uzdevums. [2, 8. piem., 2. vingr., 2. uzd.]
1. Pieradit nevienadibu (191 + 22y2)* < (2 + 23)(yf + y3).
2. Pieradit nevienadibu (x1y1 +xoys +x3ys)® < (23 +x3+23) (Y7 +vy3+v3).
3. Visparinat $is nevienadibas mainigajiem Ty, To, - ., T, Y1, Y2, - - -5 Yn-

Risinajums. Pieradisim uzreiz visparinajumu — nevienadibu

B ) e

Atverot iekavas, ieglistam:
n
2 2 2 2
§ Ty + E 2zy;w5y; < E 7Y
i=1 1<i<j<n 1<i,j<n
Péc noisinasanas un parneSanas uz labo pusi iegustam:
2,2
0< E Ty — 5 22975y
1<i,j<njij 1<i<j<n
Beidzot, ieverojot, ka z?y? + x2y? — 2xy;x5y; = (xiy; — 2y;:)?, nevienadibu
) J 9 iyj jyi zyz Jy] Zy] ]yl ’
parveidojam par
2
0< Y (wiy; —m:),
1<i<j<n

kas izriet no sekam 2.1 O

Nevienadibu (2.4) sauc par Kosi jeb Kosi-Bunakovska nevienadibu; sikak
to un tas pielietojumus meés apskatisim 2.6. sadala.

Biezi nevienadibu reducé uz citu, kuru var pieradit, skirojot vienkarsus
gadijumus.
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2.4. Uzdevums. [2, 10. piem.] Dots: a, b > 0. Pieradit nevienadibu

n+2 bn+2

2 a4 (2:5)

a

Risinajums. Ta ka a, b > 0, tad varam reizinat abas (2.5) puses ar a"b™:

an+2bn+anbn+2 o
0 <
0. (2.6)

(25) P a2"+2 4 b2n+2
PEN <a2n+2 _ an+2[)n) 4 <b2n+2 _ anbn+2)

= (an+2 o bn+2)<an . bn)

(AVARAVARIV]

Ja a > b, tad abi reizinataji (2.6) kreisaja puse ir nenegativi, tatad ari to
reizinajums ir nenegativs. Ja a < b, tad abi reizinataji ir negativi un to rei-
zinajums pozitivs. Tatad esam pieradijusi (2.6) un lidz ar to ar1 (2.5). 0

Sadalas nosleguma dazadi uzdevumi, kuros var pielietot ekvivalento par-
veidojumu metodi.

2.5. Uzdevums. [2, 11. piem.] Dots: a, b, ¢ > 0; a+b+c = 1. Pieradit
neviendadibu
a’b + ab® + a’c + ac® + b*c + bc* < 1/3. (2.7)

Risinajums.

a’b + ab® + a*c + ac® + b*c + b2 =
={(a+b+c)®—a® -0 - —6abc)/3 =
=1/3 — (a® +0* + & + 6abc) /3 > 1/3.

O

2.6. Uzdevums. [2, 12. piem.] Dots: a+b+c = 1. Pieradit nevienadibu

a? +b*+c* > 1/3. (2.8)

Risinajums. Skat. 2.8 uzdevuma risinajumu. O

2.7. Uzdevums. [2, 5. vingr.] Dots: a®> + b* + ¢ + d* = 4. Pieradit
nevienadibu
a+b+ctd<A (2.9)

Risinajums. Skat. 2.8 uzdevuma risinajumu. O

2.8. Uzdevums. [2, 5. uzd.] Visparinat pédéjo divu uzdevumu rezulta-
tus.
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Risinajums. Viens no dabiskakajiem visparinajumiem ir sads:
(ap+ay+...+a,)* <n-(ad+a3+...+a2). (2.10)

Viegli parbaudit, ka divu ieprieksejo uzdevumu rezultati izriet no (2.10).
(2.10) var pieradit, atverot ickavas, parnesot visus saskaitamos uz labo
pusi un izveidojot taja kvadratu summu; iesakam lasitajam pasam to izme-
ginat. Seit més pielietosim nedaudz atikirigu papémienu.
Apzimesim v = (a1 +as+ ...+ a,)/n, a; =v+a; visiem i =1, 2, ..., n.
Sasummeéjot pédéjas vienadibas, iegistam oy +as+. ..+, = 0. Parveidosim
kvadratu summu:

a?+a3+...+a?

=(w+a) +W+a)?+...+ v+ a,)?

=nv?+2v- (a1 +ag+...+a,) + (@2 +a3+...+a?)
=nv?+ (a? + a2 +...+a?)

= (a1 +ag+...+a,)?/n.

AVANI
3
S
[N}
I

Pareizinot abas nevienadibas puses ar n, iegusim (2.10). O

Pedejie tris uzdevumi ir specialgadijumi nevienadibam starp videjiem,
skat. 2.5. sadalu.

2.9. Uzdevums. [2, 6. uzd.] Dots: n € N, n > 2. Pieradit nevienadibu

n! > (y/n)".
Risinajums.
n! > (vn)" < (n)? >n" < ﬁ/{:(n—i— 1—k) > Hn
k=1 k=1
Pienemsim, ka 1 < k < n. Pieradisim, ka k(n + 1 — k) > n. Patiesi,
kn+1—k)>nekn—-—n—kK+k>0< (n—k)(k—1)>0.

Pedéja nevienadiba ir acimredzama.

Ta ka n > 2, tad vismaz viena no nevienadibam k(n + 1 — k) > n ir
stingra. Piemeram, panemot k = 2, iegustam 2(n + 1 —2) = 2n — 2 > n.
Tatad, sareizinot §is nevienadibas, ieglistam vajadzigo. ad

2.10. Uzdevums. [2, 14. piem.| Dota skaitju virkne {a,}; a1 = 1; ax11 =
ar + (k+1), k > 1. Pieradit, ka a, > n?/2.
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Risinajums. No dota: aiy1 —ar = k+ 1. Sasummeéjot §1s starpibas, iegiistam:

anp =ay + (ag —ay) + (a3 —ag) + ...+ (ap — ap_1) =
2

=1+2+...+n="200 500

O

2.11. Uzdevums. [2, 15. piem., 7. uzd.| Dota: skaitju virkne {a,}; a; =
1,’ Ap+1 = Qg + 1/6Lk, k Z 1.

1. Pieradit, ka a,, > v/2n — 1.
2. Pieradit, ka aso < 4V/7.

Risinajums. No dota: aj_ ., = ai +2+1/a}, un aj,, —aj = 2+ 1/aj;. Sasum-
meéjot starpibas, iegiistam:

a, = ai + (a3 — ai) + (af — a3) + ..
:1—1—2(71—1)—1—@—1%—1—%—1—... L

2 .
az Ap—1

St (ai - ai—l) =

Jan > 1, tad 1/a? + 1/a3 + ... + 1/a®>_, > 0, tapec a> > 2n — 1 un
an > v2n — 1.

Jan=1,tad a, =1=+/2n — 1. Lidz ar to pirma dala ir pieradita.

Lai pieraditu otro dalu, ievérosim, ka as = 2 un ka a; ir augosa virkne,
tatad 1/a? ir dilstosa. No atrastas vienadibas seko

49
1 1 |
a§0:99+zg<99+a—%+48-a—3=112<:>a50<\/11 = 4VT.
=1
O

2.12. Uzdevums. [IMO87P-SU1]| Dots: a, b, ¢, d € R apmierina nevie-
nadibu a®> + b% + 2 + d?> < 1. Atrast izteiksmes

(a+b)*+(a+e)+(a+d)* +b+)* +b+d)* + (c+d)*  (2.11)
maksimalo vertibu.

Risinajums. No identitates

(a—b*+(@a—c)+(a—d)*+b—-c)+(b—d)*+ (c—d)*+
+a+b)+(at+c)' +(a+d)' + b+ ) +(b+d)* + (c+d)* =
=6(a” + b+ +d*)°

redzam, ka maksimala vertiba nevar parsniegt 6. Vel japarbauda, ka (2.11)
var sasniegt So vertibu. Patiesi, ja a = b = ¢ = d = £1/2, tad izteiksme
(2.11) ir vienada ar 6. 0
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2.2. Nevienadibas pastiprinasanas metode

Daudzos uzdevumos ir vieglak nevis ar ekvivalento parveidojumu meto-
di tiesi pieradit doto nevienadibu, bet gan kadu citu, kas ir specigaka par
doto. Iemesls tam parasti ir tads, ka, papildinot nevienadibu ar kadu jau-
nu izteiksmi (saskaitamo, reizinataju, u. tml.) vai atmetot kadu izteiksmi,
nevienadibu var krietni vienkarsot, kas nebija iespéjams dotaja nevienadiba.

Ja nevienadiba A > B tiek parveidota par nevienadibu C' > D, kur A, B,
C, D ir kaut kadas izteiksmes, tad teiksim, ka tas ir nevienadibu pastiprinoss
parveidojums, ja no ta, ka ir speka nevienadiba C' > D, seko nevienadiba
A > B, bet ne otradi (ja ari no A > B seko C' > D, tad tas ir ekvivalents
parveidojums, kas apliukots iepriekseja sadala).

Tipiskakie nevienadibu pastiprinosie parveidojumi ir sadi.

1. Pozitivas izteiksmes atnemsana no nevienadibas lielakas puses: A—E >

B, E > 0. Pozitivas izteiksmes pieskaitisana mazakajai pusei.

2. Ja A > 0, tad lielakas puses izdaliSana ar izteiksmi, kas lielaka par
1: A/JE > B, E > 1. Ja B > 0, tad mazakas puses pareizindsana ar
izteiksmi, kas lielaka par 1.

3. Ja A > 1, tad lielakas puses celsana pakapé, kas mazaka par 1: A” > B,
re R, r<1. Ja B > 1, tad mazakas puses celSsana pakape, kas lielaka
par : A> B, reR, r>1.

4. Ja 0 < A < 1, tad lielakas puses celsana pakape, kas lielaka par 1:
A" > B, r e R, r > 1. Ja 0 < B < 1, tad mazakas puses celsana
pakapé, kas mazaka par 1: A> B", r e R, r < 1.

Protams, viss minetais ir speka ar1 stingrajai nevienadibai >.

Ir svarigi nevienadibu nepastiprinat tiktal, ka ta klust aplama. Sads par-
veidojums nevedis pie atrisinajuma, jo jauniegiito nevienadibu nevarés pie-
radit. Diemzél, konkrétos uzdevumos biezi ir griiti saskatit, vai nevienadibas
pastiprinasana ir “par specigu” vai nav. Tapec ieteicams, nepalaujoties uz
intuiciju vien, nevienadibu pastiprinot, ar kontrolpiemeriem (konkretu ver-
tibu ievietosanu) parbaudit, vai jaunieguta nevienadiba izpildas vai ne. Tas
var krietni ietaupit aplamiem risinajuma celiem patéreto laiku.

Jauzmanas ari, lai nevienadiba patiesam tiktu pastiprinata. Tipiska kla-
da, kas gadas pat pieredzéjusiem olimpiazu dalibniekiem, ir pastiprindsanas
vieta nevienadibu pavajinat.

2.13. Uzdevums. [2, 18. piem.| Dots: a > 0; n € N. Pieradit neviena-
dibu

l+a+a’+...+a> ! +a* S+l

2.12
a+a2+'._+a2n72+a2n71 - n ( )
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Risinajums. Nevienadibas kreisaja un labaja puse skaititaja atdalam saskai-
tamos, kas vienadi ar saucéju un péc noisinasanas pieradama nevienadiba
kltast sada:
1+ a*
a+a’+...+a*2 4 a1
Kreisas puses saucéju sadalam n saskaitamajos, katrs no kuriem ir mazaks
par skaititaju:

1
>
n

n—1
a+a2+".+a2n—2_’_a2n—1:an_f_Z(ak_f_aQn—k).
k=1

Patiesi, 1 + a®® > a" izriet no ta, ka (1 —a")? > 0 & 1+ a®® > 2a", un
2a™ > a" (joa > 0);un 1+ a® > af +a® % & (1 —d")(1 —a® %) >0,
kur £ =1, 2, ..., n — 1. Pédéja nevienadiba izriet no novérojuma, ka abam
iekavam ir vienada zime.

Tatad, aizvietojot visus n saskaitamos sauceja ar a®"+1, mes nevienadibas
kreiso pusi samazinam, tatad nevienadibu pastiprinam, iegiistot acimredza-
mu nevienadibu

1+ a®" 1 < 1
n(l4+a*) n~—n
a
2.14. Uzdevums. Dots: n € N. Pieradit nevienadibu
1 1 1 1
§+?+...+W<Z. (2.13)

Risinajums. Ja izdotos kreisas puses summu izteikt ka vienkarsu izteiksmi,
kas atkariga no n, tad to drosi vien varétu novéertét, paradot, ka ta mazaka
par 1/4. Diemzel, iegut vienkarsu summas formulu neizdodas.

Saja gadijuma risinajuma ideja ir pastiprinat nevienadibu, palielinot kat-
ru summas saskaitamo ta, lai jauno summu butu viegli sasummet. Kon-
kreti, katru saskaitamo 1/(2k + 1)® nomainisim ar 1/((2k + 1) — 1) =
1/((2k)(2k +2)) = (1/2) - (1/(2k) — 1/(2k 4+ 2)). Summéjot iegusim:

1/1 1 1 /1 1 1/1 1 B
5(5‘1)*5(1—5)*--*5(%—2“2) -
1/1 (1 1 1 1 11 1 B
—§<§—(z—z>—(5—5)—---—(%—%>—2n+2) -

W
W

3

+

W
N
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2.15. Uzdevums. Dots: n € N. Pieradit nevienadibu

1 < 1 3 2n — 1 - 1 (2.14)
2y/n — 2 4 7 2n Von '
2.16. Uzdevums. Dots: ny, ns, ..., ng ir daZadi naturali skaitli, kas

lielaki par 1. Pieradit nevienadibu

(-2) (o) (- 2) 8 e

2.17. Uzdevums. Dots: x, y, z, t > —1/4; x +y + z +t = 1. Pieradit
nevienadibu

Viz + 1+ A4y +1+Vdz + 1+ V4t +1 <6. (2.16)

2.18. Uzdevums. Dots: a, b, ¢ > 0; abc = 1. Pieradit nevienadibu

ab be ca
< 1. 217
a5+b5—|—ab+b5—|—c5—|—bc+c5+a5—|—ca_ ( )

Kad pastav vienadiba?

2.3. Matematiskas indukcijas metode

St ir plasi pazistama metode, kas pielietojama visas elementaras matema-
tikas nozarés un kuru var izmantot ari daudzu nevienadibu pieradisana.

Tas butiba ir sada. Ir dots kads apgalvojums A(n), kas atkarigs no na-
turala skaitla parametra n. Tada gadijuma mes vispirms pieradam A(1) jeb
induktivo bazi un tad pieradam induktivo pareju jeb to, ka no A(n) seko
A(n+1) visiem naturaliem n. Atbilstosi matematiskas indukcijas principam,
rezultata apgalvojums A(n) ir pieradits visiem naturaliem n.

Sai shemai iespéjamas dazadas modifikacijas. Pieméram, lai pieraditu ka-
du apgalvojumu visiem n > 4, mes pieradam A(4) un A(n) = A(n + 1)
visiem n > 4. Vai, lai pieraditu apgalvojumu A(m,n), mes pieradam A(1,1),
A(m,n) = A(m+ 1,n) un A(m,n) = A(m,n +1).

2.19. Uzdevums. Dots: n € N. Pieradit nevienadibu

1 1
n+1+n+2+'”+3n+1

> 1. (2.18)
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Biezi matematiskas indukcijas metode jalieto kombinacija ar nevienadibas
pastiprinasanas metodi, jo sakotnéjai nevienadibai nevar pieradit induktivo
pareju. Pieméram, nakamaja uzdevuma, palielinoties n, kreisa puse palieli-
nas, bet laba nemainas. Tapéc, ja més par kreiso pusi n saskaitamo gadijuma
zinam tikai to, ka ta ir mazaka par 1, tad n + 1 saskaitamo gadijuma ta var
jau parsniegt 1. Lai atrisinatu uzdevumu, laba puse jasamazina par izteik-
smi, kas atkariga no n, ta lai, palielinoties n, ari laba puse palielinatos (bet
arvien vel neparsniegtu 1).

2.20. Uzdevums. Dots: n € N. Pieradit nevienadibu

§+3—2+...—|—E<1. (2.19)
2.21. Uzdevums. Dots: n € N. Pieradit nevienadibu
1 3 5 2n —1 1
S22 [ . (2.20)

2 4 6 om V3n

2.22. Uzdevums. Dots: a, b > 0; n € N. Pieradit nevienadibu
(a+b)" <2 1(a™ +b™). (2.21)

2.23. Uzdevums. Dots: x1, 2, ..., p > 0; 2y + 22+ ... + 2, = 1/2.
Pieradit nevienadibu

(1—2)(L =) .- (1 —2,) > 1/2. (2.22)

2.24. Uzdevums. Dots: 0 < xy, Tg, ..., p < 7/2; 0 < 2y + 22+ ...+
T, < w. Pieradit nevienadibu

sin(zy + 2+ ...+ x,) <sinz +sinzy + ... +sinx,. (2.23)

2.4. Jensena teoréema

Sekojosajam uzdevumam, kuru var pieradit ar matematiskas indukcijas
metodi, ir svariga teoretiska nozime.

2.25. Uzdevums. Dots: visiem x un y funkcija f apmierina nevienadibu

2 2
turklat vienadiba pastav tad un tikai tad, ja x = y. Pieradit, ka

turklat vienadiba pastav tad un tikai tad, j0 v1 =19 = ... = x,,.
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[everosim, ka uzdevums ir speka ari, nomainot > zimes pret < zimem.
Visparinot uzdevumu funkcijam ar n mainigajiem, iegistam sadu teoremu.

2.1. Teoréma. (Jensena teoréma.) Dots: visiem ' un b, kur i € {1,
2, ..., k} ir augsejie indeksi, funkcija f apmierina nevienadibu

TEES-R:E- R EL. ) BFICE. . EYIUR. B

2 2 7Y 2 2 ’
(2.26)
turklat vienadiba pastav tad un tikai tad, ja xi = 2, 22 = 23, ..., 2f = af;
Wy, Wa, ..., Wy > 0; wy +wse + ...+ w, =1. Pieradit, ka
flwir] + wod + .. 4+ wpzk wiw? + werd + ..+ wyxl,
oW T+ wexh + 4wy ak)
>wy f(xd, 22, 2h) twaf(ed, 22, xh) + .+ wf(al, 22, 2k),
(2.27
turklat vienadiba pastav tad un tikai tad, ja x} = 2} = ... =z}, 23 = 23 =
co=ak, b =2k = =2k

Jensena teoréma ir spéeka ari, nomainot > zimes pret < zImém.

Sekojosa teoréma no analizes parada, ka sadalas sakuma ievietota uzde-
vuma nosacijums izpildas izliektam funkcijam, bet, aizvietojot > zimes ar <
zimeém, attiecigais nosacijums izpildas ieliektam funkcijam.

2.2. Teoréma. Ja funkcijai f kada intervala eksiste otras kartas atvasi-
najums, un $aja intervala f"(x) <0, tad visiem x un y Saja intervala

F (x+y) > f@)+ fy)

2.28
y 1Y), (2.25)

turklat vienadiba pastav tad un tikar tad, ja x = y.
Ja Saja intervala f"(x) > 0, tad visiem x un y $aja intervala

() < do et 220

turklat vienadiba pastav tad un tikai tad, ja x = y.

Atgadinasim no analizes kursa, ka, ja f”(x) < 0, tad funkcija f ir izliekta
(attiecigaja intervala), un ja f”(z) > 0, tad funkcija ir ieliekta.

Jensena teoréma un teoréma 2.2 ievérojami atvieglo vairaku uzdevumu
risinasanu.
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2.26. Uzdevums. Dots: «, (3, v > 0; a+ [+~ = 7. Pieradit nevienadibu
sin o + sin 3 + siny < 3v/3/2. (2.30)
2.27. Uzdevums. Dots: a, (3, v > 0; a+[+~ = 7. Pieradit nevienadibu
sin(a/2) sin(5/2) sin(y/2) < 1/8. (2.31)
Minétas teoremas ari lauj vienkarsi pieradit loti nozimigas nevienadibas
starp videjiem.
2.5. Nevienadibas starp vidé€jiem

2.28. Uzdevums. Dots: k> 1; aq, as, ..., a, > 0. Pieradit nevienadibu

(2.32)

n

(a1+a2+...+an>k<a’f—i—a’g—i—...jtafl
p— n .

2.29. Uzdevums. Dots: aq, ao, ..., a, > 0. Pieradit nevienadibu

a,+as+ ...+ ay,
n

> Yajag - ... an. (2.33)

Ja mums ir doti reali skaitli ay, as, ..., a,, tad var aplukot dazadus So
skaitlu videjos. Visplasak pazistami ir iepriekseja uzdevuma aplikotie vide-
jais aritmetiskais un videjais geometriskais.

No varda “videjais” jégas saturigi izriet viena no ta pamatipasibam: tas
atrodas intervala starp skaitlu a; mazako un lielako vertibu, turklat, ja ne
visi a; ir vienadi, tad videjais atrodas stingri 81 intervala ieksiene.

Nakama definicija apkopo biezak lietotos vidéjos.

2.1. Definicija. Par pozitivu skaitju aq, ag, ..., a, a-kartas vidéjo (o €
R, a # 0) sauc skaitli

1
ca_<“1+a2+'”+“”> . (2.34)
n

Par 0-kartas videjo jeb vidéjo geometrisko sauc skaitli
co = Varas - ... Q. (2.35)

1. kartas videjo sauc ari par videjo aritmetisko, 2. kartas videjo sauc par
vidéjo kvadratisko, 3. kartas vidéjo par vidéjo kubisko, —1-kartas videjo par
vidéjo harmonisko.

Nakama teorema parada, ka visi videjie ¢, ir sakartoti nedilstosa seciba.
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2.3. Teoréma. Ja ay, aq, ..., ay, ir pozitivi skait]i un o < (3, tad c,, < cg,
turklat c, = cg tad un tikat tad, jo ay = as = ... = ay,.

Nevienadibu ¢y < ¢; sauc ari par Kosi nevienadibu.

Sis sadalas pirmie divi uzdevumi ir teoremas 2.3 specialgadijumi. Redu-
céSana uz nevienadibam starp vidéjiem ir viens no visbiezak izmantotajiem
nevienadibu risinasanas panémieniem. Sekojosie uzdevumi to ilustre.

2.30. Uzdevums. Pieradit sekojosas nevienadibas.

1. |a/b+bja] > 2

2. |+ a/x| > 2y/a, kur a > 0.

3. Va+b<a+vb<./2(a+b), kura, b>0.

4. logym+log, 2 > 2.

5. (14a1)(14ag)-...-(1+a,) > 2", kur ay, as, ..., a, > 0 un ajas-. . .-a, =
1.

6. n! < ((n+1)/2)".

7. nl < nprol-n,

8 22+ +22> (v +y+2)?/3.

9. a/(b+c)+b/(a+c)+c/(a+b)>3/2, kura, b, ¢ > 0.

10. abc > (a+b—c)(b+c—a)(c+a—0), kur a, b, ¢ ir trijstara malas.

2.31. Uzdevums. Reqularu sessturi ar vienibas malu kada taisne ir sa-
dalijust divas dalas ar laukumiem sy un so. Atrast maksimalo iespéjamo rei-
zinajuma S1So vertibu.

2.32. Uzdevums. Dotas: skaitlu virknes {a,}, {bn}; a1 > 0, by > 0,
Ap+1 = Apn + 1/bn; bn+1 == bn + l/an Pi@’f‘ddl_t, ka aso + b50 > 20.

2.33. Uzdevums. Dots: a, b, ¢ > 0. Pieradil nevienadibu
(a+b—c)(b+c—a)(c+a—0b) < abe. (2.36)

2.34. Uzdevums. Dots: a, b, ¢ > 0; a+ b+ c = 1. Pieradit nevienadibu

(1+%)<1+%)(1+%)264 (2.37)
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2.35. Uzdevums. (Junga nevienadiba.) Dots: a, b, p, ¢ > 0; 1/p+1/q =
1. Pieradit nevienadibu
a? bl
ab < — + —. (2.38)
p q

2.36. Uzdevums. Dots: k € {2, 3, 4}; n = 28 —1; b > 0. Pieradit
neviendadibu
T4+ + 0%+ 40" > (14 0™k, (2.39)

2.6. Cebiseva un Kos1 nevienadibas

Ar1 Cebigeva un Kosi nevienadibas tiek biezi izmantotas citu nevienadibu
pieradisana.

Cebiseva nevienadiba viegli izriet no sekojosa uzdevuma, kura apgalvots,
ka, ja mums dotas divas pozitivu skaitlu virknes, kuru elementi pa pariem
jasareizina un reizinajumi jasaskaita, tad vislielako summu iegiisim, ja reizi-
nasim vislielako pirmas virknes elementu ar vislielako otras virknes elementu,
tad otros lielakos elementus, utt., visbeidzot vismazakos elementus.

2.37. Uzdevums. Dots: 0 < a3 < ay < ...<a, 0<b <b <...<
by. (k1, k2, ..., ky) ir skaitlu (1, 2, ..., n) permutacija. Pieradit nevienadibu

(Zlbl + a2b2 + ...+ CLnbn Z albkl -+ agka + ... anbkn- (240)

2.38. Uzdevums. (Cebiseva nevienadiba.) Dots: 0 < a1 < ap < ... <
an, 0 < by < by <...<b,. Pieradit nevienadibu

n(aiby +agby + ...+ anby) > (a1 + a2+ ... +a,)(by +bo+ ... +0b,). (2.41)
llustracijai aplukosim nakamo uzdevumu.

2.39. Uzdevums. Dots: a, b, ¢ > 0. Pieradit nevienadibu

at + vt +

a+b+c<
abe

(2.42)

Nedrikst aizmirst, ka Cebiseva nevienadibu drikst pielietot tikai tad, ja
virknes {a;} un {b;} ir sakartotas augosa seciba. Ja uzdevuma tas nav dots,
tad biezi to var pienemt, vadoties no simetrijas apsverumiem ka pedéja uzde-
vuma. Tac¢u $eit jabat piesardzigiem. Piemeram, izteiksme (a +c)?+ (b+d)?
patiesam ir pietiekami simetriska, lai més varétu pienemt, ka a ir mazakais no
skaitliem a, b, ¢, d, bet ta nav pietiekami simetriska, lai mes varetu pienemt,



20 2. NODALA. NEVIENADIBAS

ka a < b < ¢ <d (un aplukot tikai $o gadijumu), jo, izveloties a ka mazako,

meés esam izcélusi ¢, kas ir viena iekava ar a, un izteiksme ir simetriska vairs

tikai pret b un d. Saja pieméra varam pienemt, ka b < d, un mums atliek

apskatit tris gadijjumus: a < c<b<d,a<b<c<duna<b<d<ec
Tagad aplukosim Kost nevienadibu.

2.4. Teoréma. (Kosi jeb Kosi-Bunakovska nevienadiba.) Ja z1, xo, ..
Ty Y1s Y2, - -, Yn i1 kompleksi skaitli, tad ir spéka nevienadiba

°)

|1y +aaye A aynl® < ([P |z |2 P) (P e+ [yal ),

(2.43)
turklat vienadiba pastav tad un tikai tad, ja vektori (xq, za, ..., x,) un (yi,
Y2, -y Yn) i kolineari.

KosT nevienadibai ir uzskatama geometriska interpretacija: interpretéjot
x; un y; kd n dimensiju telpas vektoru ¥ un ¢ koordinatas un izvelkot no
nevienadibas abam pusem kvadratsakni, iegustam sakaribu “vektoru skala-
rais reizinajums pec modula neparsniedz vektoru modulu reizinajumu” jeb
1Z -] < |Z] - |7]. ST sakariba viegli izriet no skalara rezinajuma Tpasibas
Ty =[] - [g] - cos(Z, 7).

Ari nakamajam uzdevumam, kuru pierada ar Kosi nevienadibas palidzi-
bu, ir geometriska interpretacija, pameginiet to atrast.

2.40. Uzdevums. Dots: x1, To, ..., Tn, Y1, Y2, - - -, Yn ir kompleksi skail-
li. Pieradit nevienadibu

Z|$i+yi’2 < Z\xiP—i— Z|yi‘2- (2.44)
i=1 i=1 i=1
Kados gadijumos pastav vienadiba?

Visbiezak Cebiseva un Kosi nevienadibas izmanto uzdevumos, kur nevie-
nadibas viena pusé ir dalu summa. CebiSeva un Kosi nevienadibas parasti
lauj sadas dalu summas parveidot vienkarsaku izteiksmju reizinajuma.

2.41. Uzdevums. Dots: a, b, c ir trijgstara malas, un s ir ta pusperi-
metrs, n € N. Pieradit nevienadibu

AN ) R (2.45)
— s )
b+c a+c a-+b~ \3
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2.42. Uzdevums. Dots: a, b, ¢, d > 0. Pieradit nevienadibu

a b c d
b+2c+3d+c+2d+3a+d+2a+3b+a+2b+3c

2.43. Uzdevums. Dots: a, b, ¢, d > 0; ab+ bc + cd + da = 1. Pieradit
nevienadibu

2
> —. 2.46
> (24

a’ b3 ? d?

b+c+d+a+c+d+a+b+d+a+b+c

1
> —. 2.47
>1 @)

2.7. Bernulli nevienadiba

2.5. Teoréma. (Bernulli nevienadiba.) Ja x> —1 un 0 < o < 1, tad ir
speka nevienadiba
(14+2)* <1+ az. (2.48)

Joxr>—1una<0wvaia>1, tad
(14+2)*>14 az. (2.49)
Vienadiba pastav tad un tikai tad, jao x = 0.

Bernulli nevienadibu parasti izmanto, lai pastiprinatu un vienlaikus vien-
karsotu nevienadibu, aizvietojot pakapi ar linearu izteiksmi.

Nakamie divi uzdevumi rada, ka ar Bernulli nevienadibas palidzibu var
loti precizi novertét summu ar loti lielu saskaitamo daudzumu.

2.44. Uzdevums. Dots: —1 < a < 0, n € N. Pieradit nevienadibu

(n + 1)a+1 _ na—i—l na—l—l _ (TL _ 1)a+1

<n® < 2.50

a+1 " a+1 ( )
2.45. Uzdevums. Atrast veselo daju skaitlim
1 1 1

T=5mt 5=t 251

VZRRVE] /1000000 (2:51)

2.8. Matematiskas analizes izmantosana

Mes jau saskaramies ar analizi 2.4. sadala. Ka mes redzejam, analizes
izmantosana var ieverojami atvieglot tiri algebrisku uzdevumu risinasanu.

Pieméram, uzdevuma 2.35 nevienadibu viegli parveidot sekojosaja nevie-
nadiba ar noteiktajiem integraliem, kuru viegli pieradit, izmantojot geomet-
risko interpretaciju.



22 2. NODALA. NEVIENADIBAS

2.46. Uzdevums. Dots: a, b, p, ¢ > 0 un 1/p + 1/q = 1. Pieradit
nevienadibu

a b
ab < / oPtdx +/ 7 d, (2.52)
0 0
turklat vienadiba ir speka tad un tikai tad, ja b= aP~*.

2.47. Uzdevums. Pieradit neviendadibu
3 3
9 < / Vot + 1dz +/ Vat — 1dr < 9,0001. (2.53)
0 1

2.48. Uzdevums. Pieradit, ka no a < b seko, ka
a® —3a <b* —3b+4. (2.54)
Kad pastav vienadiba?
Sekojosajos divos uzdevumos izmantota funkciju nepartrauktiba.

2.49. Uzdevums. Dots: f ir nepartraukta un stingri monotona funkcija,
f(0) =0, f(1) = 1. Pieradit nevienadibu

F) 15+ + () 7 (G) + 7 () + o+ 7 () <
2.50. Uzdevums. Dots: x1, x2, ..., x, € R apmierina nosacijumus
|y + 20+ ...+ a2y =1 un |zy] < (n+1)/2 visiem i € {1, 2, ..., n}.

Pieradit, ka eksisté tada virknes (x1, o, ..., x,) permutacija (Y1, Y2, - .-,

Yn), ka
1+ 2y + ...+ nya| < (n+1)/2. (2.56)

2.9. Dazadi uzdevumi

2.51. Uzdevums. Dots: ag = 1994 un a, 1 = a2/(a, + 1) visiem vese-
liem n > 0. Pieradit, ka |a,| = 1994 — n visiem n € {0, 1, ..., 998}.

2.52. Uzdevums. Dots: ay, ag, ..., a, ir n daZadi naturali skaitfi, kas
nesatur 9 sava decimalaja pieraksta. Pieradit nevienadibu

1
—+ —+...+— <30. (2.57)
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2.53. Uzdevums. Dots: x1, @3, ..., ¥, € R; 2?2 + 22+ ... + 22 = 1.
Pieradit, ka katram veselam k > 1 eksisté veseli eq, es, ..., e, < k, ne visi
vienadi ar 0, tadi, ka

(k- 1)y
kn—1

2.54. Uzdevums. Dota nenegativu realu skaitju virkne {a,}, kas visiem
n € N apmierina nevienadibas

lerzy + ey + ...+ epy| < (2.58)

ap — 2ap11 + Gpao > 0 un Zaj < 1. (2.59)
j=1

Pieradit, ka visiem n € N:
0<ap,— a1 <2/k. (2.60)
2.55. Uzdevums. Dots: m, n € N; A = {aq, as, ..., an} ir kopas {1,

2, ..., n} apakskopa. Ja a; +a; <n, 1 <i<j<m, tad a; + a; art pieder
A. Pieradit, ka

ai+as+ ...+ a, >n+1

~ . (2.61)

2.56. Uzdevums. Dota galiga realu skaitlu virkne a; > ... > a, >
ant1 = 0. Pieradit, ka

n

S ar < 3 VR — Var). (2.62)

k=1

2.57. Uzdevums. Dota stingri augo$a pozitivu realu skaitju virkne {a,},
tada, ka lima; = +00 un visiem n: ani1/a, < 10. Pieradit, ka katram natu-
ralam k pastav bezgaligi daudzi tadi indeksu pari (i, j), ka

10F < a;/a; < 1071 (2.63)

2.58. Uzdevums. Dots: a, b, ¢, d > 0; a+ b+ c+d = 1. Pieradit
nevienadibu
b+ bed + eda + dab < — + 210 abed (2.64)
abe + bed + eda + dab < o + ——abed. .
2.59. Uzdevums. Virknes {a;} un {b;} tiek definetas ar vienadibam

ay = V2/2, ans1 = (V2/2)4/1 — /1 —a? visiemn € Nun by =1, b,y =
(/1402 —1)/b, visiem n € N. Pieradit visiem n € N nevienadibu

2"a, <7 < 2", (2.65)



3. nodala

Kompleksie skaitli

Kompleksos skaitlus iegiist, realajiem skaitliem pievienojot skaitli ¢ ar
Ipasibu i? = —1. Izmantojot reizinasanu un saskaitidanu ar realu skaitli,
iegistam skaitlus forma = + iy (kur x un y ir reali skaitli), kas arl veido
komplekso skaitlu kopu. Ar kompleksiem skaitliem var veikt darbibas tapat
ka ar parastam izteiksmem, papildus izmantojot sakaribu i = —1. Pieme-
ram, varam iegit sadas vienadibas, kas rada, ka veikt pamatoperacijas ar
kompleksiem skaitliem:

—(x+1y) = —x +i(—y), (3.1)
(z1 +iy1) + (22 + 1Y) = (21 + 22) +i(y1 + ¥2), (3.2)
(z141y1) - (T2 + iy) = 120 + i(@1Y2 + oY1) + Py =

= (2172 — Y1y2) + (2192 + T2y1),

ry iy (v +iy) (02 —iye)  T1T2 + Y1y 2.3523/1 — T1Y2

To+iys (o +iy2) (T2 — iys) 23+ y3 24+y: 7 (3.4)
kur o + iys # 0.

3.1. Trigonometriska un eksponenciala forma

—
Komplekso skaitli =+ iy erti attelot geometriski ka plaknes vektoru (z,y).
leverosim, ka komplekso skaitlu saskaitiSana ir analoga vektoru saskaitisanai.

3.1. Uzdevums. Pieradit, ka kompleksa skaitla x + iy pareizinasana ar
—_—
cos a+1i sin « pagriez tam atbilstoso vektoru (x,y) par lepki o pretéji pulkstena
raditaja kustibas virzienam.

24
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Ieviesot plakne polaras koordinatas, iegtistam kompleksa skaitla = + iy
trigonometrisko formu r(cos « + isin ), kur r = y/x2 + y? un, ja r > 0, tad
« ir vienigais lepkis no intervala [0, 27), kuram cosa = z/r un sina = y/r.
leverosim, ka, sareizinot divus kompleksos skaitlus, to radiusi r sareizinas,
bet argumenti « saskaitas:

3.2. Uzdevums. Pieradit vienadibu

(ri(cos ag+isinay))(ra(cos as+isin ag)) = rira(cos(ag+as)+isin(ag +az)).

(3.5)

Komplekso skaitli cos a + 7 sin a apzimesim ar e’® (e pakapé iq; ar e Seit
apzimeta naturala logaritma baze 2, 7182818. . .).

3.3. Uzdevums. Pieradit vienadibas
1) e =1,

2) (e"*)" = e (Muavra formula),

3) ()~ =e,

}) e ¢iB = giotif — cilath),

5) (e 4 e7)/2 = cos a,

6) (e —e™)/(2i) = sina.

Pedejas divas vienadibas sauc arl par Eilera formulam. Izsakot r = €,
kur ¢t € R, iegtistam nenulles kompleksa skaitla eksponencialo formu ef*%
t i
e’ - e,

3.4. Uzdevums. Atrodot lenki o, kompleksos skaitlus i, (1 + iv/3)/2,

(V3+1)/2, —i, (1 —iV3)/2, (V3 —1)/2 izteikt ka e,
3.5. Uzdevums. Ar Muavra formulas palidzibu pieradit, ka

1) cosnx var izteikt ka n-tas kartas polinomu no cosx (un atrast $o poli-
nomu gadjumos n =2, 3,4, 5, 6, 7);

2) sinnx var izteikt ka (n—1)-as kartas polinomu no cos x, kas pareizinats
ar sinz (un atrast So polinomu gadijumos n =2, 3,4, 5, 6, 7);

3) izteiksmi (cosx)™(sinx)™, kur m un n ir veseli nenegativi skaitli, var
wzteikt ka x daudzkartpu kosinusu un sinusu linearu kombinaciju.
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3.6. Uzdevums. Pieradit vienadibas
CO—C?4+C*—CS + ... =22 cos(mn/4) un (3.6)

Cl—C34+C°—C7+ ... =2"2sin(nn/4), (3.7)

kur summesana tiek veikta pa CF ar, atbilstosi, para un nepara k, kas nepar-
sniedz n.

3.2. n-tas kartas saknes no 1

Par n-tas kartas sakni no 1 sauc tadu kompleksu skaitli z, ka 2" = 1.
Izmantojot uzdevumus 3.1 un 3.2, var pieradit sekojoso teoremu.

3.1. Teoréma. Pauvisam ir n kompleksas n-tas kartas saknes no 1. Plak-
né tas ir izvietotas regqulara n-stura virsotnés, kura centrs ir koordinatu sa-
kumpunkta un viena no virsotnem ir punkta (1,0).

3.7. Uzdevums. I[zteikt x™ — 1 ka pirmas un otras kartas polinomu ar
realiem koeficientiem reizindjumau.

3.8. Uzdevums. Kadiem naturaliem k un n polinoms 1 + z* + 22F 4
...+ 2" dalas ar polinomu 1 +x + 2%+ ... +a"?

3.3. Pielietojumi vektoru geometrija

Kompleksu skaitlu saskaitiSsana ir analoga plaknes vektoru saskaitisanai,
tacu reizinasanai analoga operacija plaknes vektoru algebra parasti netiek
aplukota. Tomer vairakos uzdevumos ta var but noderiga.

Pareizinot kompleksu skaitli ar e, tas tiek pagriezts par lenki o pre-
teji pulkstena raditaja virzienam. Lidzigu operaciju var ieviest ari vektoru
algebra.

Vairakos uzdevumos ir izdevigi aplukot pagriesanu par konkrétiem len-
kiem. Ja dots vektors @, ar @ apzimésim vektoru d, kas pagriezts par 90°
pretéji pulkstena raditaja virzienam.

3.2. Teoréma. Ja @ unb ir vektori, bet k skaitlis, tad ir speka vienadibas
1) (@+b) =a+10,

2) (k-a@)y =k-@,
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3) d’' = —a.

3.9. Uzdevums. Vienkarsot izteiksmes, atverot iekavas un atbrivojoties
no vairakkartéjam “prim” operacijam:

1) QT +a 4By,

2) (@+V) —2a),

-,

3) (2@ +b)" = (@+1b)).

3.10. Uzdevums. Doti 2 kvadrati ABCD un CEFG ar kopigu virsotni
C; abu kvadratu virsotnes uzraditas pretéji pulkstena raditaja kustibas virzie-
nam. Punkts M ir nogriezna DG viduspunkts. Pieradit, ka

1) 2lcM| = |BE],

2) nogriezpi CM un BE ir savstarpeji perpendikulari.

3.11. Uzdevums. Uz trijstura ABC malam AB un BC arpus trijstara ir
uzkonstrueti kvadrati (viena no kvadrata malam sakrit ar attiecigo trijstara

malu). Apzimesim kvadratu centrus ar K un L un AC viduspunktu ar M.
Pieradit, ka nogriezni KM un LM ir savstarpeéji perpendikulari un kongruenti.

Lidzigi operacijai “prim” var ieviest operaciju * “zvaigznite”, kas pagriez
vektoru par 60° preteji pulkstena raditaja virzienam.

3.3. Teoréma. Ja a un b ir vektori, bet k skaitlis, tad ir spéka vienadibas

-,

1) (@+b)* = a + b,

S

2) (k-a)*=k-
3) a** = —d,

4) a+a*=ar.
3.12. Uzdevums. Uz trijstura ABC malam arpus trijstara ir uzkonstru-

eti requlari trigstari (kuriem viena no malam sakrit ar attiecigo trijstara ma-
lu). Pieradit, ka triju reqularo trijstaru centri pasi veido reqularu trijstari.
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3.4. Dazadi uzdevumi

3.13. Uzdevums. Atrisinat vienadojumu sistémas kompleksos skaitlos.

1.
z—=3y __
T— e = 2
« : 3.8
{ y+ 52:;2 =3 ( )
2.
2 .2 zH3y __
LoV Tt (3.9)
2xy — 2z =3

3.14. Uzdevums. Virknes {x,} un {y,} ir definetas ar sakuma nosa-
cyjumiem 1 =y, = 1 un rekurentajam sakaribam

Tnt1 = an - 4yn
1
{ Yn+1 = 4xn + 3yn (3 0)

visiem n > 1. Atrast So virkpu visparigo locek]u formulas.



4. nodala

Polinomi

Par mainiga x polinomu P(x) sauc algebrisku izteiksmi
An "™ + ap_12" 4+ ..+ ag, (4.1)

kur n ir vesels nenegativs skaitlis, kuru sauc par polinoma kartu un apzime
ar deg P, un a; ir koeficienti no kadas skaitlu kopas k, pieméram, Z, Q, R
vai C, turklat a,, # 0. Ar k[z] apzimésim $adu polinomu kopu. Uzskatisim,
ka nulles polinoma karta ir —oc.

4.1. Hornera shéma

Nakamaja uzdevuma apliikots piemérs Hornera shémai, kas lauj polinomu
no x parveidot par polinomu no r — a.

4.1. Uzdevums. Vienadiba 2° — 223+ + 1= (z — 2)° + 10(x — 2)* +
38(x — 2)% + 68(x — 2)% + 57(x — 2) + 19 ir iegata, izveidojot Sadu tabulu:

1 0 -2 0 1 1
2(1 2 2 4 9 19
211 4 10 24 57
211 6 22 68
21 8 38
211 10
211

Atrast gis tabulas izveidoSanas principu un pamatot ta korektumu.

4.2. Uzdevums. Izmantojot Hornera shemu, sadalit polinomu p(xr) =
a* + 2ix® — (1 +4)a? — 3z + 7+ pa (x + i) pakapem.

4.3. Uzdevums. Polinoms p(x) kadam skaitlim a apmierina identitati
p(x) = pla — x). Pieradit, ka p(z) var izteikt ka polinomu no (x — a/2)?.

29
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4.2. Eiklida algoritms

4.1. Teoréma. Ja f(x) un g(x) ir polinomi no Rlz|, g(x) nav nulles

polinoms, tad pastav tads unikals n un tadi unikali polinomi qq, g2, - .., Qui1,
r, o, ..., Tn, ka
f = qg+n
g = @i+
L= @32+ T3
Theo = (nTn—1+7Tn
Tn—1 = dn41Tn

un degg > degry > degry > ... > degr,. Turklat r, ir polinomu f un g
lielakais kopigais dalitajs LKD(f, g).

Eiklida algoritms lauj atrast lielako kopigo dalitaju ne tikai polinomiem
ar realiem koeficientiem, bet ari polinomiem no Q[z], C[z] un vispar no k[z],
kur k ir lauks: tada kopa, kura definétas saskaitisanas, atnemsanas, reizina-
Sanas un daliSanas operacijas ar tam raksturigajam ipasibam. Pieméram, Q
ir lauks, bet Z nav, jo, veselu skaitli dalot ar veselu skaitli ne vienmer tiek
ieguts vesels skaitlis.

4.4. Uzdevums.

1. Izmantojot Eikltda algoritmu, atrast polinomu f(x) = 2* + 23 — 322 —

4 — 1 un g(x) = 2> + 2% — x — 1 lielako kopigo dalitaju.

2. Atrast tadus polinomus u(x) un v(x), ka z+ 1 = u(x) f(z) + v(z)g(z).

4.5. Uzdevums. Dots: f(z) =32 — 22+ 2+ 2, g(z) =2 -2+ 1, a
ir polinoma g sakne.

1. Izmantojot Eiklida algoritmu, atrast tadus polinomus u(x) un v(zx), ka
u(z) f(x) + v(z)g(xr) = 1. (4.2)
2. Atbrivoties no irracionalitates dalas 1/(3a® — 2a? + a + 2) saucéja.

4.6. Uzdevums. Atbrivoties no irracionalitates dajas o/ (a+1) saucéja,
kur o® —3a+1=0.
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4.3. Polinoma saknes un sadalijums neredu-
céjamu polinomu reizinajuma
Skaitli o sauc par polinoma P(x) sakni, ja, ievietojot to z vieta, iegustam

izteiksmi, kas vienada ar nulli: P(a) = 0.
Viens no svarigakajiem rezultatiem polinomu algebra ir sekojosa teorema.

4.2. Teoréma. (Algebras pamatteoréma.) Katram nekonstantam polino-
mam ar kompleksiem koeficientiem ir vismaz viena kompleksa sakne.

4.3. Teoréma. (Bezi teoréma.) Ja « ir polinoma P(x) sakne, tad P(x)
dalas ar © — «, tas ir, eksisté tads polinoms Q(x), ka P(x) = (x — a)Q(x),
turklat deg () = deg P — 1.

Ja deg @@ > 1, tad arl polinomam () ir kdda kompleksa sakne. Tadéjadi
no algebras pamatteoremas un no Bezu teoremas izriet

4.1. Sekas. Katram n-tas kartas polinomam P = a,2" +a,_ 12" +. ..+

ag eksiste tadi kompleksi skaitli oy, oo, ..., a,, ne obligati daZadi, ka
Px)=ap(z —aq)(x —ag) - ... (z — ). (4.3)
Ja skaitlis « ir sastopams starp skaitliem oy, ao, ..., a, k reizes, tad

saka, ka « ir k-tas kartas sakne. Tatad katram komplekso skaitlu polinomam
ir tiesi n saknes, ja k-tas kartas sakni ieskaita k reizes.

Vienadiba (4.3) izsaka ari kompleksu skaitlu polinoma sadalijumu nere-
ducéjamu polinomu reizindjuma. Polinomu sauc par nereducéjamu, ja tas
nav konstante un to nevar sadalit zemakas kartas polinomu reizinajuma.
Nereducejami polinomi ir pirmskaitlu analogs polinomu algebra. Ja k ir lauks,
tad sadalijums nereducejamu polinomu reizinajuma ir unikals ar precizitati
lidz reizinataju secibai un nenulles skaitlu (jeb lauka elementu) piereizinasanu
reizinajuma esosajiem polinomiem.

No vienadibas (4.3) redzams, ka kompleksiem skaitliem nereducejamie
polinomi ir visi pirmas kartas polinomi. Ka ir realu skaitlu polinomiem?

4.4. Teoréma. Ja P € Rlx| un kompleksais skaitlis s + it ir P sakne,
tad art s — it ir P sakne.

4.5. Teoréma. Ja P € R[z], P = a,2™ + a,_12™" 1 + ... + ag; 71, T2,

.., Ty 1r P realas saknes, un sy +ity, So +ita, ..., S+ it;, S1 — ity, So — its,

.., § — ity ir P kompleksas saknes (starp kuram daudzkartejas saknes ir

sastopamas attiecigo skaitu reizu), tad n = k + 2l un P var $adi sadalit
nereducéjamu polinomu reizinajuma:

P(x) = ap(z—r1)-. . (2—rg) (2® =281+ 87 +17) - . - (2° =280+ 87 +17). (4.4)
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No skolas kursa zinams, ka kvadrattrinomiem ar negativu diskriminantu
nav realu saknu, tade] tos nevar sadalit divu linearu polinomu reizinajuma.
Tadejadi vienadiba (4.4) dod realu skaitlu polinomu sadalijumu nereducéja-
mu polinomu reizinajuma, un nereducéjamie polinomi saja gadijuma ir visi
linearie polinomi un kvadratiskie polinomi ar negativu diskriminantu.

4.7. Uzdevums. Dots: Py, P,, ..., P, € Rlx|. Pieradit, ka pastav tadi
polinomi Ay, By, Ay, By, A3, Bs € Rlx], ka

Z P(x) = AY(z) + Bi(x) = Aj(x) + 2B;(x) = Aj(z) — 2Bj(z).  (4.5)

4.8. Uzdevums. P(x) ir polinoms ar realiem koeficientiem un visiem
x > 0: P(z) > 0. Pieradit, ka eksisté tads naturals skaitlis n, ka (14+x)"P(x)
ir polinoms ar nenegativiem koeficientiem.

Racionalu un veselu skaitlu polinomu gadijuma sadalijjumu nereduceja-
mu polinomu reizinajuma un pasus nereducejamos polinomus vairs nevar tik
vienkarsi aprakstit.

4.4. Vjeta teorema

Vienadibas (4.3) labaja puse atverot iekavas un pielidzinot rezultatu vie-
nadibai (4.1), iegustam sekojoso teoremu.

4.6. Teoréma. (Vjeta teorema.) Katram veselam k no 0 lidz n — 1:

a
(—1>n7k—k = Z Qg Qg e Qe (46)

a .. .
n 11<12<...<lp—k

4.9. Uzdevums. Atrast polinoma p(x) = T +na a0 2+ . . Fag
saknes 1, Ta, ..., Tn, ja dots, ka x1% + x5 + . ..+ 2l =n,

4.10. Uzdevums. Pieradit, ka to realo skaitju kopa, kas apmierina ne-

vienadibu
0o
D2
xz—k
k=1

ir tadu neparklajosos intervalu apuvienojums, kuru garumu summa ir 1988.

(4.7)

W~ Ot

4.11. Uzdevums. Dots: vienadojums logs x—4log, z—m?*—2m—13 = 0
attieciba pret mainigo x. Pieradit, ka
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1) visiem m € R vienadojumam ir divi dazadi atrisinajumsi,
2) atrisinajumu reizinajums nav atkarigs no m;

3) wviens no atrisinajumiem ir mazaks par 1, bet otrs lielaks par 1.

Atrast lielaka atrisindgjuma minimalo un mazaka atrisindgjuma maksimalo
vertibu.

4.5. Galigas starpibas

Funkcijas f(x) atvasinajumu define ka attiecibas (f(x + Az) — f(z))/Ax
robezu, kad Az tiecas uz 0. Tomer izradas, ka ari, neparejot pie bezgaligi
mazam starpibam, izpildas vairakas atvasinajumam raksturigas ipasibas.

Pienemsim, ka f(z) ir polinoms a,z" + a,_12" ' + ...+ ag un panemsim

Az = 1. Apzimésim Af(x) = f(x + 1) — f(z).
4.12. Uzdevums. Pieradit sekojosas Af ipasibas.
1. Af(x) art ir polinoms.
2. Ja [ nav nulles polinoms, tad deg Af = deg f — 1.

3. Af(x) vecakais koeficients jeb koeficients pie x™~1 ir na,.

b A@) = 305 Ciat.
5. Definesim Af(z) = f(x), A f(z) = Af(x) un talak
AT f(r) = AA"f (1)
Pieradit, ka A" f(x) =0 o(=1)""'CLf(x +1).

4.13. Uzdevums. Dots, ka polinoms P(x) apmierina nevienadibas

=

0) >
P > (0),
(2) > 2P(1) - P(0);
3) > P(2) —3P(1) + P(0);
P(n+4) > 4P(n+3)—6P(n+2)+4P(n+1)— P(n) visiem n € N.
Pieradit, ka visiem n € N: P(n) > 0.

4.14. Uzdevums. Dotsn € N. Atrast visus polinomus P(x), kuru karta
neparsniedz n un kurt apmierina vienddibu

ZP ( ) 0. (4.8)



34 4. NODALA. POLINOMI

4.6. Zimju mainu skaits

Piepemsim, ka polinoms P € Rlz| ir izteikts standarta veida P(z) =
an®™ + a,_12" 1 4 ... + ag. Teiksim, ka koeficienti a; un a; (i < j) veido
zimju mainu, ja tie nav vienadi ar 0 un ir ar pretejam zimem, turklat visi
koeficienti starp tiem (a;t1, ..., aj_1) ir vienadi ar 0. Polinoma P zimju
mainu skaitu apzimesim ar ZMS(P).

Pieméram, polinomam 227 — 2° — 322 + 2 — 5 ir tris zImju mainas: starp
koeficientiem pie 27 un z°, 22 un x, z un brivo locekli. Tatad ZMS(2z" —
5 =32+ —5) =3.

4.15. Uzdevums. Ja P € Riz] un a > 0, tad ZMS((x — a)P) ir par
nepara skaitli lielaks neka ZMS(P).

Nakama teorema parada, ka zimju mainu skaits lauj novertet polinoma
pozitivo saknu skaitu.

4.7. Teoréma. (Dekarta teorema par zimju mainu skaitu.) Ja P € R]x]
un N ir polinoma P pozitiwo sakpu skaits, tad ZMS(P) > N un ZMS(P)— N
ir para skaitlis.

Lai atrisinatu nakamo uzdevumu, jasaprot, ka ar zimju mainu skaita pa-
lidzibu novertet ne tikvien pozitivo, bet gan visu realo saknu skaitu.

4.16. Uzdevums. Polinomam x"+a,_ 12" ' +. . 4ap 2" 4ap_2¥ 1+
...+ ag irn daZadas realas saknes. Pieradit, ka ai_1 - a1 < 0.

4.7. Lagranza interpolacijas polinoms

Ja zinams, ka polinoms ir konstante, ar vienu ta grafika punktu meés
to viennozimigi defingéjam. Ja zinams, ka polinoms ir linears, tad pietiek
ar diviem punktiem. Kvadratisku polinomu definé tris grafika punkti. Tas
rosina hipotezi, ka, ja zinams, ka polinoma karta neparsniedz n, tad n+1 ta
grafika punkti to viennozimigi define. Nakama teoréma ne tikai apstiprina so
hipotézi, bet ari izsaka polinomu ar siem uzdotajiem grafika punktiem.

4.8. Teoréma. Ja P € Clz|, tad pastav tiesi viens polinoms, kura karta
neparsniedz n un kurs dotajam n + 1 daZadam argumenta vértibam xq, x1,
..., Ty piepem dotas vertibas: P(x;) = y;, i € {0, 1, ..., n}, un o polinomu
var izteikt ar Sadu summu:

n

> (x—wo) .- (@—wi)@—2ip) (T =) (4.9)

(l’z—l’o) (ZL‘Z—JI,_I)(CL’Z—I‘Z_H)(.IZ—Z'”) !

1=0
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So polinomu sauc par Lagranza interpolacijas polinomu.

4.17. Uzdevums. Dots: n-tas kartas polinoms P, P(k) = 1/C*_, vi-
siem k € {0, 1, ..., n}. Kada ir P(n+ 1) vertiba?

4.18. Uzdevums. Dots: polinoms P, kura karta neparsniedz 2k; visiem
veseliem i no intervala [—k, k|: |P(i)| < 1. Pieradit, ka visiem realiem x no
intervala [—k, k]: |P(z)] < (2k + 1)C5, .

4.19. Uzdevums. Dots, ka p ir pirmskaitlis un [ ir d-tas kartas poli-
noms ar veseliem koeficientiem, tads, ka

1) f(0) =0, f(1) = 1;
2) katram veselam pozitivam n: atlikums, dalot f(n) ar p, ir 0 vai 1.

Pieradit, ka d > p — 1.

4.8. Polinomi ar veseliem val racionaliem ko-
eficientiem

Polinomu ar racionaliem koeficientiem var pareizinat ar ta koeficientu
kopsauceju, parversot to par polinomu ar veseliem koeficientiem un nemainot
ta saknu kopu un skanu kartas.

Ja ir dots polinoms ar veseliem koeficientiem, viens no pamatuzdevumiem
ir atrast ta racionalas saknes. Nakamaja uzdevuma aplikotie kritériji lauj
ieverojami atvieglot meklesanu.

4.20. Uzdevums. Dots: nesaisinama racionala dala p/q ir polinoma ar
veseliem koeficientiem f(x) = ap,a™ + ap_12" ' + ... + ag sakne. Pieradit
sekojosos apgalvojumus.

1. a, dalas ar q.

2. ag dalas ar p.

3. Katram veselam m: f(m) dalas ar p — mgq.

4.21. Uzdevums. Atrast polinomu racionalas saknes:
1) 2% — 62% + 15z — 14.

2) 62* + 1923 — 722 — 262 + 12.
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4.22. Uzdevums. P(x) ir polinoms ar veseliem koefiecientiem, kurs ap-
mierina sakaribu P(my) = P(my) = P(mg) = P(m4) = 7 dotiem dazadiem
veseliem skaitfiem my, mo, ms, my. Pieradit, ka nav tada vesela skaitla m,
ka P(m) = 14.

4.23. Uzdevums. Pieradit, ka katram veselam n > 1 polinomam

" ik x? T

—_ "t — 4+ ...+ —+—=+1 4.10
e TR TS (4.10)

nav racionalu saknpu.

4.24. Uzdevums. Dots: o ir polinoma z? — 19892 — 1 positiva sakne.
Pieradit, ka bezgaligi daudziem naturaliem n ir speka vienadiba

[an + 1989afan]] = 1989n + (19892 + 1)[an]. (4.11)

4.9. Redukcija péc vesela skaitla modula

Apliakojot polinomus ar veseliem koeficientiem, vairakos uzdevumos ir
svariga tikai koeficientu, argumenta un polinoma vertibu dalamiba ar kadu
veselu pozitivu skaitli n. Sados gadijumos ir erti aizvietot polinoma koefi-
cientus ar to atlikumiem péc modula n un visas darbibas ar polinomiem ari
aplikot péc modula n. Atlikumu péc modula n kopu ar Siem atlikumiem
definétajam saskaitisanas un reizinasanas operacijam apzimé ar Z/nZ.

4.9. Teoréma. Ja f € Z[x|, tad ar f € Z/nZ[z] apzimesim polinomu,
kurs iegats no f, aizvietojot ta koeficientus ar to atlikumiem péc modula n.
Tada gadijuma visiem f, g € Z[x] izpildas identitates

Svarigi zinat, ka, ja n ir pirmskaitlis, tad Z/nZ ir lauks, jo taja var jebkuru
atlikumu dalit ar jebkuru nenulles atlikumu. Saliktam n $1 ipasiba nav spéka.
Piemeram, aplukojot atlikumus pec modula 6, nav iespejams 1 izdalit ar 2,
jo nav tada k, ka 2k dotu 1 atlikuma, dalot ar 6. Toties pec modula 5 tas ir
iespejams: 2 - 3 dod 1 atlikuma, dalot ar 5, tatad 1/2 = 3 péc modula 5.

Ta ka 2 ir pirmskaitlis, tad Z/2Z ir lauks un polinomiem ar koeficientiem
no ta var izmantot Eiklida algoritmu.
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4.25. Uzdevums. zmantojot Fiklida algoritmu, atrast polinomu f, g €
7.)27[z] lielako kopigo dalitaju:

1) flo)=2>+2*+1, g(z) =2* + 2% + 1;
2) flx)=2"+23+2+1, g(x) =2+ 1.
2”

4.26. Uzdevums. Pieradit, ka polinomam (x + 1)* wvisi koeficienti, iz-

nemot vecako koeficientu un brivo locekli, ir para skaitli.
4.27. Uzdevums. Atrast polinoma (z+1)'% nepara koefiecientu skaitu.

4.28. Uzdevums. C* ir kombinaciju no n pa k skaits. Pieradit, ka

1) C* ir para skaitlis visiem k no 1 lidz n — 1 tad un tikai tad, ja n = 2°
kadam veselam nenegativam s.

2) Ck ir nepara visiem k no 0 lidz n tad un tikai tad, ja n = 2°—1 kadam
veselam nenegativam s.
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