MATEMATISKAS INDUKCIJAS METODE

Teorija un piemeri 10.-12. klasei, gatavojoties Novada matematikas olimpiadei 2020. gada

Jau skolas kursa 10. klasé tiek apguta matematiskas indukcijas metode jeb matematiskas indukcijas princips,
kas ir viens no bieZak lietotajiem un svarigakajiem pieradijumu veidiem. Tas parasti tiek izmantots, lai
pieradttu, ka kads izteikums ir patiess visam naturalam n vértibam.

Indukcija (no latinu valodas “inductio” (uzvedinasana, ierosinasana) — logisks slédziens, parejot no
atsevisSkiem gadijumiem uz visparigu secinajumu, no atseviskiem faktiem uz visparinajumu.

Induktiva spriesana — sprieSanas panémiens, kura secinajumi tiek ieguti, balstoties uz vairaku eksperimentu
vai vérojumu laika gtiem rezultatiem. Sada veida iegiitos spriedumus sauc par induktiviem spriedumiem.

Domasanas un sprieSanas procesa tiek izteikti dazadi apgalvojumi. Tie var bt patiesi, aplami vai tadi, kuru
patiesumu nav iespéjams novertet.

Matematiskas indukcijas metode ir viena no aritmétikas aksiomam, tapéc tas patiesums nav japierada. Péc
bltibas indukcijas aksioma apgalvo, ka katru naturalo skaitli var ieglt, atkartoti pieskaitot skaitlim 0
vieninieku.

Lietojot matematiskas indukcijas metodi uzdevumu risinasana, rikojas péc sada plana:

1. parbauda, vai apskatama ipasiba piemit kopas pirmajam elementam (indukcijas baze);

2. pienem, ka STipasiba ir spéka k-tajam elementam (induktivais pienémums);

3. pierada, ka tad ta ir patiesa ari (k + 1)-jam elementam (induktiva pareja).

4. secina: ta ka no izteikuma patiesuma jebkuram elementam n = k izriet, ka tas ir patiess elementam
n = k + 1, un ta ka izteikums ir patiess pirmajam elementam, tad izteikums ir patiess jebkuram naturalam
elementam n.

Matematiskas indukcijas metodes ilustracija — iedomasimies, ka rinda ir salikti bezgaligi daudzi domino
kaulini. Ja krit pirmais kauling, tad nokrit ari otrais, tas savukart nogaz nakamo utt. Sim procesam turpinoties,
visi kaulini tiek nogazti.

Klasiska veida matematiskas indukcijas metodi lieto:
o vienadibu pieradisana;
o dalamibas pieradisana (tas ir, lai pamatotu daliSanas atlikuma vai kada cita invarianta saglabasanos);
o rekurentas virknes vispariga locekla formulas pieradisana.



Uzdevumu piemeri

1. Pieradit, ka katram naturalam n ir patiesa vienadiba
144274310+ --+n-GBn+1) =nn+1)>2

Atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jan = 1,tad1-4 = 1-2% jeb 4 = 4.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka vienadiba izpildas, jan = k, tasiir,

144274310+ +k-GBk+1)=k(k+1)>2
Induktiva pareja. Pieradisim, ka vienadiba ir spéka aritad, jan = k + 1, tasir,
1:4+4+2:-7+3-10++(k+1)-Bk+D+1)=((k+1D((k+1)+1)?jeb
1-4+4+2-7+3:10+-+(k+1)-Bk+4)=(k+1)(k+2)>2
Parveidojam vienadibas kreisas puses izteiksmi:

1°442-7+3-10++k-Gk+D+k+1)-Gk+4) =k(k+1)?+(k+1)- Bk +4) =

induktivais pienémums

=(k+Dkk+1)+3k+4)=(k+1)(k?+ 4k +4) = (k + 1)(k + 2)2.

Secindjums. Ta ka vienadiba ir patiesa, ja n = 1, un no t3, ka vienadiba ir spéka, ja n = k, izriet, ka
vienadiba ir spéka arin = k + 1, secinam, ka vienadiba ir spéka visam naturalam n vértibam.
2. Pieradit, ka visam naturalam n vértibam izpildas
P+234+33+4+n3=1+24+3+-+n)?

Atrisinajums. lzmantojot aritmétiskas progresijas pirmo n loceklu summas formulu, ieglstam, ka

1+24+--+n= @ Tatad pietiek pieradit, ka visam naturalam n vértibam izpildas
2 2
n“n+1
13+23+33+--4+nd =¥

Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jan = 1, tad 13 = #]eb 1=1.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka vienadiba izpildas, jan = k, tas ir,
k2(k + 1)?

4
Induktiva pareja. Pieradisim, ka vienadiba ir spéka aritad, jan = k + 1, tasiir,
(k + 1% (k + 2)?

4

PB+234+33++k3=

P+22+33+ 4+ (k+1)° =

Parveidojam vienadibas kreisas puses izteiksmi:
P+224+33+ -+ k3 +(k+1)3 =

induktivais pienemums

2
@(ﬂc2 +4k+1) =

_ k2(k+1)? (k + D2k + 2)?

- 4 4
Secindjums. Ta ka vienadiba ir patiesa, ja n = 1, un no t3a, ka vienadiba ir spéka, ja n = k, izriet, ka
vienadiba ir spéka arin = k + 1, secinam, ka vienadiba ir spéka visam naturalam n vertibam.

+((k+1) =



3. Pieradit, ka visam naturalam n vértibam 7" + 3™*1 dalas ar 4.

Atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jan = 1, tad 71 + 3% = 16, kas dalas ar 4.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka apgalvojums ir patiess, jan = k, tas ir, 7% + 3%¥*1 : 4,
Induktiva pareja. Pieradisim, ka apgalvojums ir patiess aritad, jan = k + 1, tas ir, 7¥+1 + 3k+2 : 4,
Parveidojam izteiksmi:

7k+1+3k+2 :7_7k+3_3k+1 :7'(7k+3k+1)_é'3k+1

T 4

Ta ka katrs saskaitamais dalas ar 4, tad ari summa dalas ar 4.
Secindjums. Ta ka apgalvojums ir patiess, jan = 1, un no t3, ka apgalvojums ir patiess, jan = k, izriet, ka
apgalvojums ir patiess arin = k + 1, secinam, ka apgalvojums ir patiess visam naturalam vértibam.

4. Pieradrt, ka katram naturalam n izteiksme 3n> + 5n* — 8n dalas ar 10.

Atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.

Indukcijas baze. Jan = 1,tad 3 + 5 — 8 = 0, kas dalas ar 10.

Induktivais pienémums. Pienemsim, jan = k, tad 3k° + 5k* — 8k dalas ar 10.

Induktiva pareja. Pieradisim, jan = k + 1, tad 3(k + 1)® + 5(k + 1)* — 8(k + 1) dalas ar 10.
Veicam ekvivalentus parveidojumus:

3(k+ 1D +5k+1D*—8k+1) =

=3(k> +5k*+ 10k3+ 10k? + 5k + 1) + 5(k* + 4k® + 6k? + 4k + 1) —8(k + 1) =

= 3k5 + 20k* + 50k> + 60k? + 27k = 3k5 + 5k* — 8k + 15k* + 50k3 + 60k? + 35k =
= (3k® + 5k* — 8k) + 5k - (3k3 + 10k? + 12k + 7)

Saskaitamais 3k°> + 5k* — 8k dalas ar 10 péc induktiva pienémuma.
Saskaitamais 5k * (3k3 + 10k? + 12k + 7) dalas ar 5, jo satur reizinataju 5, un dalas ar 2, jo
o jak ir para skaitlis, tad reizinatajs k dalas ar 2;
o jak ir nepara skaitlis, tad reizinatajs 3k3 + 10k? + 12k + 7 ir para skaitlis un tas dalas ar 2.
Ta ka katrs saskaitamais dalas ar 10, tad ari summa dalas ar 10.
No matematiskas indukcijas metodes izriet, ka katram naturalam n izteiksme 3n° + 5n* — 8n dalas ar
10, kas arf bija japierada.

DaZreiz vajag izmantot citu induktiva sprieduma shému — nevis pamatojam, ka no ieprieks€ja logiski izriet
nakamais, bet gan — no diviem ieprieks&jiem izriet nakamais. Tas lauj rakstit vairak induktivos pienémumus,
bet tad ari induktivo bazi vajag plasaku —japamatogann = 1, gann = 2.

5. Virkne (x,) dota rekurenti ar formulu x,,, = 5x,41 — 6x, un x; =1, x, = 5. Pieradit, ka virknes
visparigais loceklis ir forma x,, = 3™ — 2™,
Atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze.Jan = 1,tadx; =3' —2'=1.Jan=2,tadx, =32-22=9—-4 =75,
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka formulair spékdajan = kunn =k + 1, tasir,
xp=3K—2K  un  xpuq = 3Kt —2k+1
Induktiva pareja. Pieradisim, ka formula ir spéka aritad, jan = k + 2, tasir, Xp45 = 3k+2 _ pk+2,
Izmantojot induktivo pienémumu, ieglistam
xk+2:5Xk+1—6xk=5'(3k+1—2k+1)—6'(3k—2k)=5'3k+1—5'2k+1—6'3k+6'2k=
=15-3k-10-2-6-3% + 6-2Fk = 9.3k — 4.2k = 3k+2 _ pk+2
Secindjums. Ta ka formula ir patiesa, jan =1 un n = 2, un no ta, ka formula ir spéka, ja n = k un
n =k + 1, izriet, ka formula ir spéka ari n = k + 2, secinam, ka formula ir spéka visam naturalam n
vértibam.



6. Skaitu virknei (a,) visiem n > 1 ir spéka sakariba a; + a, + -+ + a,, = n?a,,. Aprékinat as, ja zinams, ka
a; = 1000.

Atrisinajums. levérojam, ka no dotas vienadibas izriet, ka
_aitazt.tan_

(*)
n n2-1
Aprékinam daZu pirmo virknes elementu vértibas atkariba no a, vértibas:

az = 415577

a+a, =a; (1+L) =a3(32-1);

22-1
1 1
a3 = a1 (1 + _22_1)

32—1;

a+a,+a;=a; (1 + ﬁ) (1 + 321_1) = a,(4% - 1).

Pieradisim formulu

—(1+1)(1+1)(1+ ! )1
tn =@\t 32— 1)\ T -2 -1/n2 -1

vispariga veida, izmantojot matematiskas indukcijas metodi.

Indukcijas baze. Jan = 2, tad jau paradijam, ka a, = a4 7T

Induktivais pienémums. Pienemsim, ka formula ir spéka ari, jan = k

= (1) () (e
“=a\Mtr ) Te—g) U oz =1 -1

Induktiva pareja. Pieradisim, ka formula ir spéka gadijuma, jan = k + 1.
a1+a2+...+ak

(k+1)2-1
No uzdevuma dotas vienadibas izriet a; + a,+...+a;, = k?a,, tatad

_ kzak
B T 2 -1

No vienadibas (*) pien = k + 1 ieglistam a1 =

Izmantojot induktivo pienémumu, ieglistam vajadzigo

3 <1+ 1 ) (1+ 1 ) 1 k? 3
=t ) U T k2= 1k -1 (k+D2—1

1 1 1 1
! (1 + 22—1) (1 + 32—1) Y (1 + k2—1) (k+1)2-1'
Parveidojam pieradito vienadibu:

22 32 (n— 1)2 1 22.32. . (n—1)2
221 321" (n=-12-1n2-1_ 222-1D@Z-1)... (n—1? - (% 1)

an = a1

Izmantojot formulu x? — y? = (x — y)(x + y), parveidojam iegito vienadibu:

22.32. . (n—1)? ~ 2
1-2...n-2) n-1) B 4-..n-n+1) “nm+1)

L = oo - 2 40
levietojot skaitliskas vértibas, ieglistam agy = 1000 "Tosi T o

an = a1
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